Introduction à la logique, ENS/COS, 2021, S1 Paul Égré - Cours 1 


Cours 1: Qu'est-ce que la logique ? 


Paul Égré 
(Institut Nicod / ENS) 


1 Détails pratiques 


- 6 ECTS (pour COS/Philmaster) / 6 crédits ENS (Diplôme) 

- Dates: Voir calendrier sur le Moodle 

- Validation: assiduité fait partie de la validation; 5 DM + 1 devoir final 

- TD optionnel : Jakob Süskind, le lundi de 14h à 15h30 en Résistants 

- Les notes de cours: sont mises en ligne et mises à jour au fur et à mesure sur le Moodle 

- Dois-je suivre ce cours ? OUI si vous n’avez jamais fait de logique. NON si vous avez déjà 
suivi et validé un cours de logique (idem si vous êtes issu du DMA, DMT) 

- Puis je suivre ce cours si je ne suis ni Cogmaster, ni DENS, ni HEC, ni CPES, ni Master PSL? 
De préférence NON, pour des raisons de place, sauf mon autorisation et un nombre de places 
restantes suffisant. 


2 Objectifs 


Objectifs généraux: 

- vous faire connaître la logique mathématique telle qu’elle a été formalisée entre 1880 et 
aujourd’hui (nous étudierons des concepts formalisés surtout vers 1920-1930, au moment où la 
logique mathématique prend son essor, mais avec des aperçus contemporains). 

- vous donner des éléments de logique inductive, pas seulement déductive (fin du cours) 

- vous montrer quelques liens fructueux entre la logique et la psychologie du raisonnement, 
mais aussi entre la logique et la linguistique 


Objectifs de cette première séance: 
- Préambule: qu'est-ce que la logique ? 
- Inférence et types d’inférence: déduction, induction, abduction 


3 Quels manuels ? 
Un manuel utile est celui de Gamut (il est plus susceptible de vous être utile que n’importe quel 
autre sur la liste). Sachez néanmoins que nous ne suivrons pas la même progression. 

F Lepage (1994, réactualisé depuis). Eléments de logique contemporaine. Dunod. 


L.ET. Gamut (1990). Logic, Language and Meaning, tome 1. U. of Chicago Press. 
L. Chiswell and W. Hodges (2007). Mathematical Logic. Oxford Texts in Logic 3. 
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e Articles et anthologie en français: [référence utiles] 

D. Bonnay et M. Cozic (dir.) (2009). Philosophie de la logique. Conséquence, preuve et vérité. Vrin 
(réédition 2020). 
e Logique inductive 

Bryan Skyrms. Choice and Chance (4th ed.) 

lan Hacking. L'ouverture au probable (Armand Colin). 


4 Qu'est-ce que la logique ? 


e Dans l'édifice de la philosophie [la logique comme discipline]: un organon (Aristote); la science de la 
démonstration (Aristote, Frege); un art de penser (Arnaud et Nicole): une théorie du raisonnement correct 
(Boole); la théorie des “types généraux variés de déduction” (Russell) 


e Dans la vie courante [la logique comme faculté]: ce qui me permet de résoudre une grille de sudoku; ce 
qui me permet de résoudre une équation; ce qui me permet de suivre ou de proposer un argument, … 


La définition que nous retiendrons pour la discipline: 


la logique = la théorie des inférences valides 


Mais qu'est-ce qu’une inférence ? Que signifie “valide”? 


5 Inférences et arguments 


5.1 Quelques exemples 


But du jeu: identifier quelles inférences sont valides ou contraignantes. Quand elles ne le sont pas, se de- 
mander si les inférences en question sont néanmoins raisonnables, dans quelle mesure, et de se demander 
pourquoi. Au dessus de chaque example, vous marquerez de quel genre d’argument il s’agit: 


(1) 


Tous les hommes sont mortels 
Socrate est un homme 
Socrate est mortel 


(2) 


Tous les linguistes sont chimistes 
Certains chimistes sont dentistes 
Certains linguistes sont dentistes 
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(3) 


Je pense 
Je suis 


(4) 


Le soleil s’est levé tous les matins jusqu’à aujourd’hui 
Le soleil se lèvera demain 


(S) 


La lumière est éteinte 
L’interrupteur est en position “allumé” 


L’ampoule est cassée 


(6) 


Personne n’a pu démontrer que les fantômes existent 


Les fantômes n’existent pas 


Personne n’a pu démontrer que les fantômes n’existent pas 


Les fantômes existent 


(7) 


Aucun des essais n’a démontré que ce médicament était toxique 
Ce médicament n’est pas toxique. 


Aucun des essais n’a démontré que ce médicament n’était pas toxique 
Ce médicament est toxique 


5.2 Vérité et validité 


Un énoncé: une phrase qui par sa forme grammaticale est évaluable comme vraie ou fausse 


Un argument: une suite d’énoncés comportant un ensemble de prémisses et une conclusion (séparée par 
“donc” 


La vérité: propriété d’un énoncé 


La validité: propriété d’un argument ou d’une inférence 


NB: On ne dira jamais d’un argument ou d’une inférence qu’il sont “vrais” (erreur de catégorie). nous 
dirons parfois d’un énoncé qu’il est valide, mais en un sens dérivé (à venir). 


NB. “Inférence” et “argument” seront parfois utilisés de façon interchangeable (bien que l’inférence puisse 
désigner le processus inférentiel, l’argument son expression linguistique) 


5.3 Déduction, induction, abduction 


e Depuis Hume (au moins), on oppose deux catégories d’inférence: les inférences déductives et inductives 
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> Une inférence déductive: une inférence telle que la conclusion est censée suivre de la seule forme 
des prémisses de façon absolument certaine 


> Une inférence inductive: une inférence telle que la conclusion ne suit pas de la seule forme des 
prémisses. La conclusion suit des prémisses avec une certaine probabilité seulement. L’induction est 
toujours une inférence risquée. 


> On distingue aussi certaines inférences comme abductives (Peirce): l’inférence en question est 
défaisable (comme pour l’induction), mais la conclusion est censée fournir une explication d’au moins 
une des prémisses. On parle aussi pour l’abduction d’inférence à la meilleure explication (‘“inference to 
the best explanation”, une terme forgé par G. Harman) 


5.4 Validité et Correction 


e On dit qu’une inférence est déductivement valide ssi les prémisses ne peuvent être vraies sans que la 
conclusion soit vraie. 


e Conséquence: une inférence inductive, par définition, ne saurait être déductivement valide. En re- 
vanche, une inférence inductive peut être plus ou moins forte, selon le degré de probabilité conféré par 
les prémisses à la conclusion. 


e On distingue la validité d’un argument déductif de sa correction. La validité ne concerne que la forme 
de l’argument et le lien entre la vérité supposée des prémisses et celle de la conclusion. La correction 
revient à se demander si les prémisses de l’argument et la conclusion sont effectivement vraies ou pas. 
Il est bien connu que deux personnes peuvent aboutir à une même conclusion vraie mais sur la base de 
prémisses distinctes, ou encore de raisonnements distincts. 


(8) Un argument logiquement valide, mais dont la correction est controversée (Ikuenobe 2004): 


Tout cas dans lequel un être humain vivant est tué est mauvais. 
Tout cas d’avortement est un cas dans lequel un être humain vivant est tué. 
Tout cas d’avortement est mauvais. 


“This argument may provide adequate proof for someone who already believes that a fetus is a living 
human being. However, for someone who does not believe this proposition, this argument is weak or 
provides inadequate proof for the conclusion” (Hahn & Oaksford 2006) 


6 Trois exemples d’arguments 


Voici deux exemples d’arguments philosophiques pris in situ, et un exemple d’argument 
économique/politique. Le but pour vous est de voir de quelle manière vous pouvez les présenter comme 
des arguments déductifs, et de mesurer leur validité. 


6.1 Sextus sur les biens par nature 


“Le feu qui chauffe par nature apparaît échauffant à tout le monde, et la neige qui refroidit par 
nature apparaît refroidissante à tous, et tout ce qui agit par nature agit de la même manière 
sur tous ceux qui sont, comme ils disent, dans un état naturel. Mais aucun de ce qu’on 
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appelle les biens n’agit sur tout le monde en tant que bien, comme nous allons le suggérer. 
Il n’y a donc pas de bien par nature.” Sextus Empiricus, Esquisses pyrrhoniennes IL, 23. 


Tout ce qui agit par nature agit de la même manière sur tout le monde 
Aucun des biens n’agit sur tout le monde de la même manière 
Il n’y a pas de bien par nature. 


e La validité de l’argument est à distinguer de la vérité des prémisses ou de la conclusion 


6.2 J. Fodor sur les concepts 


“Les concepts sont productifs et systématiques. Puisque la compositionalité explique la 
systématicité et la productivité, il faut que les concepts soient compositionnels. Mais il est 
aussi certain qu’il peut l’être en science cognitive que les prototypes ne se composent pas. 
Donc il est aussi certain qu’il peut l’être en science cognitive que les concepts ne peuvent 
pas être des prototypes.” Jerry Fodor Concepts, 1998. 


6.3 Un exemple de raisonnement déontique 
Entendu sous une autre forme lors de la primaire écologiste du 5 septembre 2021: 


“croissance du PIB égale croissance des émissions de gaz à effets de serre égale destruction de la 
nature” 


Si le PIB croît, alors les émissions de gaz à effet de serre croissent. 
Il faut faire décroître les émissions de gaz à effet de serre. 
Il faut faire décroître le PIB 


7 Le syllogisme 


e La logique aristotélicienne règne pendant plusieurs siècles sur la logique, environ jusqu’au XIXè siècle. 
L'acte de naissance de la logique moderner est considéré comme étant /’/déographie de Frege (1879). 
e Aristote considère que l’objet de la logique est l’étude d’une classe d’arguments, les syllogismes: 

“un discours par lequel, certaines choses étant posées, quelque chose d’autre que ces données en 
résulte nécessairement par le seul fait de ces données” (Pr An. I, 1, 24b) 
e Nous formaliserons les syllogismes un peu plus tard dans le cours, mais dans un cadre frégéen, celui de 
la logique des prédicats (du premier ordre) 
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8 Un exemple de jeu logique: le Mastermind 


3 


(Crédits: SMastermind) 


Rappel des règles: on doit deviner une combinaison de 4 couleurs parmi 6 couleurs (répétitions au- 
torisées), grâce au retour reçu sur chaque coup (feedback). Un taquet noir signifie qu’au moins une 
couleur est correcte et bien placée. Un taquet blanc signifie qu’au moins une couleur est correcte, mais 
mal placée. 


Combien y a-t-il de combinaisons possibles au départ du jeu ? Réponse: 6 x 6 x 6 x 6 = 1296 


On place un nombre d’essais maximum: ici 16 coups, pour réussir, il faut donc utiliser autre chose 
qu’une recherche exhaustive (inefficace de toute façon). 


Questions: 

1. L’énoncé “Il y a du violet et il y a du vert” est-il vrai après le premier coup ? L’énoncé “il y a du 
violet ou du vert”? 

2. Que peut-on conclure déductivement après le second coup sur les couleurs à choisir au coup suiv- 
ant ? 

3. Après le troisième coup, peut-on être sûr que le pion vert est bien placé ? 


Conséquence: les transitions au Mastermind ne sont pas purement déductives (certaines). Certaines 
versions du Mastermind font en sorte d’être purement déductives. 
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9 Un autre exemple: le Sudoku 


(Crédits: http://coloringkids.org/printable-sudoku-puzzles/) 


10 En résumé 


e Logique déductive vs. inductive 


La logique déductive : théorie des inférences valides en vertu de leur seule forme grammaticale. 


La logique inductive : théorie des inférences probables. 


11 Exercices 


1. Mettre en forme l’argument de Fodor (sous la forme de prémisses et conclusion distinguées les unes 


des autres) 
2. Résoudre la grille de Sudoku ci-dessus. 
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Cours 2 
La logique propositionnelle: Syntaxe et Sémantique 


1 Motivations 


La logique propositionnelle ou logique des phrases (sentential logic, en anglais) est un lan- 
gage dans lequel, relativement à la grammaire des langues naturelles, le niveau atomique est 
celui d’une phrase évaluable comme vraie ou fausse (on ne décrit pas plus avant la structure des 
phrases). On se contente de décrire des opérations logiques simples sur les phrases déclaratives, 
comme la négation, la conjonction, la disjonction, le conditionnel, le biconditionnel, etc. 


2 Commençons par des exemples 


(1) a. Ulysse est revenu. 
br - 
(2) a. Ulysse n’est pas revenu. 
b. —p 
(3) a. Dominique ment 
b. q 
(4) a. Nicolas a raison. 
b. r 
(5) a. Dominique ment et Nicolas a raison 
b. qAr 
(6) a. Dominique ment ou Nicolas a raison 
b. qVr 
(7) a. Si Dominique ment alors Nicolas a raison. 
b qg—r 
(8) a. Dominique ment si et seulement si Nicolas a raison. 
b q&er 
(9) a. Si Ulysse est revenu, alors Dominique ment ou Nicolas a raison. 
b. p—(qVr) 


3 Syntaxe de la logique propositionnelle 


3.1 Alphabet 


e Parenthèses: (,) 
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e Connecteurs: —, A,V,—,4# 
e Symboles propositionnels ou atomes: p,q,r, 


3.2 Formules ou expressions bien formées 


On définit les expressions bien formées ou formules de la logique propositionnelle par induction 
comme suit. Une formule est: 


- un atome: p (ex. “il pleut”) 

- la négation — À d’une formule À (ex. “il ne pleut pas”) 

- la conjonction (A A B) de deux formules À et B (ex. “il pleut et il fait froid”) 

- la disjonction (A V B) de deux formules À et B (ex. “il pleut ou il fait froid”) 

- le conditionnel matériel (A — B) de deux formules À et B (“s’il pleut alors il fait froid”) 

- le biconditionnel matériel (A + B) de deux formules À et B (“il pleut si et seulement si il 
fait froid”) 

- rien d’autre n’est une formule. 


3.3 Exemples 


1. (pA(p V a)) 
Neue 
3.(p# 0) (F9 p)) 


Est-ce que (-p est une formule? Et p(A-r)? 


3.4 Arbre de dérivation d’une formule 


e Pour toute formule propositionnelle, on peut construire son arbre de dérivation syntaxique 
(voir ci-après). On appelle connecteur principal de la formule celui qui est situé le plus haut 
dans l’arbre. Noter qu’une phrase du français peut être syntaxiquement ambiguë. La logique 
propositionnelle permet, le cas échéant, de défaire les ambiguïtés: 


(10) Pierre viendra et Marie viendra ou Suzanne ne viendra pas 
(AD) à (pAg)V 

b. pA(qV-r) 
avec: p: Pierre viendra; q: Marie viendra; r: Suzanne viendra 


e Les parenthèses servent à désambiguiser les formules. Nous nous permettons ici d’omettre 
les parenthèses quand il n’y a pas d’ambiguïté, par exemple, on pourra écrire: p /\ q au lieu de 
(p Ag). 
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V A 
TN ITR 
A EE p V 
PUS LES 
pp gr q 


e La notation polonaise, ou notation préfixe: permet d’écrire les formules de logique propo- 
sitionnelle sans parenthèses, en mettant les connecteurs propositionnels en tête. Cela revient à 
écrire les formules en suivant l’arbre de dérivation de gauche à droite: 


(12) a  VApq-rT [AKpqNr] 
b ApVq-r [KpAqNrl 


3.5 Sémantique: les tables de vérité 


e La syntaxe d’un langage, formel ou artificiel, concerne les règles de bonne formation des 
phrases de ce langage. La sémantique concerne le processus d’interprétation, ou d’attribution de 
signification, aux phrases bien formées d’un langage. 


e En logique propositionnelle, les formules sont interprétées à l’aide des notions de vérité et 
fausseté. Le vrai et le faux sont deux notions primitives que nous représenterons pas 1 et 0. 


e On interprète les formules relativement à ce qu’on appelle une distribution de valeur de 
vérité: une fonction v qui assigne à chacun des atomes de la formule une valeur 0 ou 1 


Mais cela ne suffit pas, il faut aussi des règles pour interpréter les connecteurs. Ces règles nous 
sont fournies par la méthode dite des tables de vérité. Une manière compacte de les écrire est 
de les représenter comme des fonctions de vérité: 


3.6 Sémantique des connecteurs 


Négation 
A | -A 
1 | 0 
O1 


u(-À) = 1 ssi v(A) = 0 
v(—AÀ) =1-v(A) 
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Conjonction 
A|B|(AAB) 
11 1 
110 0 
O1 0 
010 0 

v(A A B)ssiv(A) =v(B)=1 

v(A À B) = min(v(A),v(B)) 

Disjonction 
A|B|(AVB) 
11 1 
110 Il 
O1 1 
010 0 


v(A V B) = 1ssiv(A) = 1louv(B)=1 
v(A V B) = max(v(A),v(B)) 


Le conditionnel matériel (ou implication matérielle) 


e Sextus Empiricus, Adv. Math, VIII 


“Philon disait que le conditionnel est vrai lorsqu'il ne commence pas avec le vrai pour finir 
avec le faux ; de sorte qu’il y a pour ce conditionnel trois façons d’être vrai et une d’être 
faux” 


e Frege à Husserl 1906 


“Mais supposons que les lettres ‘A et ‘B’ désignent des propositions propres. Alors il n’y a pas 
seulement des cas dans lesquels A est vrai et des cas dans lesquels A est faux; mais soit À est vrai, 
soit À est faux; tertium non datur. La même chose vaut de B. On a donc quatre combinaisons: 


A est vrai et B est vrai 
A est vrai et B est faux 
A est faux et B est vrai 
A est faux et B est faux. 


De celles-ci la première, troisième et quatrième sont compatibles avec la proposition “si A alors 
B”, mais non la seconde.” 
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Le biconditionnel matériel (‘si set seulement si?) 


A|B|(A-8B) 
LT L 
110 0 
OI 1 
010 Il 


v(A & B) = 1ssiv(A) =v(B) 


4 Evaluation d’une formule complexe 


Pour évaluer une formule complexe, une manière exhaustive de procéder est de regarder toutes 
les distributions de valeurs de vérité possibles aux atomes de la formule, et de calculer la valeur 
de la formule à l’aide des tables de vérité. Voyons-en un exemple: 


Soit la formule: À :— (p — (p À -q)). Comment l’évaluer ? En construisant pas à pas sa 
table de vérité: 


p|qa|l-qg|(pA-aq)|(p—(pA-a)) 
11.0 0 0 
110!1 1 1 
0110 0 1 
01011 0 1 


e Nous appellerons valuation une distribution de valeur de vérité aux atomes qu’on étend de 
façon vérifonctionnelle à toute formule par application des tables de vérité pour les connecteurs. 


5 Tautologies et contradictions 


Certaines formules de logique propositionnelle ont la propriété d’être toujours vraies, ou vraies 
en vertu de leur structure logique, indépendamment de la valeur de vérité donnée aux atomes. 
On les appelle des fautologies (ou vérités logiques). D’autres ont la propriété d’être toujours 
fausses, on les appelle des contradictions (ou faussetés logiques). 
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(13) = (p V -p) (principe du tiers-exclu) 

(14) = (p — p) (principe d'identité) 

(15) = —(p À -p) (principe de non-contradiction) 

(16) = p — (q — p) (affaiblissement de l’antécédent) 

(17) = (p A q) — p (version conjonctive de l’affaiblissement) 

(18) = ((p — (q — p)) + ((p A q) — p)) (équivalence matérielle entre les deux 
précédentes) 


Certaines formules ne sont ni contradictoires, ni tautologiques, on les appelle formules neu- 
tres (ou contingentes): 


A9) p 
(20)  (p—4) 
e Notation: EH À signifie que À est une tautologie, et — —A que À est une contradiction (sa 


négation est une vérité logique). À À signifie que À n’est pas une vérité logique. 


e Attention: É À ne veut pas dire: — —A 


6 Conséquence logique (ou Validité) 


6.1 Définition 


e On dit qu’un ensemble de prémisses l — {A,,..., A,} a pour conséquence logique la conclu- 
sion B ssi pour toute distribution de valeur de vérité v aux atomes apparaissant dans les À; et 
dans B, si v(A1) = … = v(A,) = 1 alors v(B) = 1 


e On note la conséquence logique: A:1,..., 4, = B 


6.2 Quelques propriétés de la conséquence logique 
(21) À Ë À (réfléxivité) 

(22) À, B À (monotonie) 

(23) SiAËE Bet B = C'alors À = C'(transitivité) 


6.3 Quelques schémas d’inférence valides 
(24) A,(A — B) = B (modus ponens) 

(25) (A — B),-B À -A (modus tollens) 

(26) A (AV B) (introduction de la disjonction) 
(27) A AB = À (élimination de la conjonction) 


(28) A = À (élimination de la double négation) 
(29) A = —-A (introduction de la double négation) 
(30)  AVB,-AËB (syllogisme disjonctif) 
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7 Langage-objet vs. Métalangage 

Une formule est une suite bien formée de symboles du /angage-objet: 

GD  (pA(a—r)) 

Un schéma de formule tient lieu d’une infinité de formules possibles, par exemple: 
(32) (AA(B = C)) 


Pour représenter une formule quelconque, nous utilisons des variables du métalangage, à savoir 
A,B,C,.... La suite de symboles qui précède n’est pas une formule du langage-objet, mais un 
schéma de formule du métalangage. On obtient une formule si on décide que les symboles À, 
B, C, représentent des formules spécifiques. Par exemple, avec À := (p — q), B:= (r —r)et 
C':= -q, on obtient : 


(33)  ((p—q)A((r —r) — -)) 
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Cours 3 
La logique propositionnelle: 
Validités et Invalidités 


1 Règles de priorité des connecteurs 


Dans certains cas, nous pouvons omettre les parenthèses des formules quand cela ne prête pas à 
ambiguïté, à condition de fixer des règles de priorité des connecteurs selon l’ordre : —, A,V, — 
,+. On considère que chaque connecteur dans la liste lie plus étroitement que le suivant les 
symboles qui le suivent. 


Exemple. -p A q V r signifie ((—p A q) Vr) 


En pratique: on peut laisser tomber les parenthèses externes des formules quand cela ne prête 
pas à confusion, mais 1l est bon d’en garder pour éviter des erreurs. Pour la formule précédente 
on écrira couramment: (pAgq)Vr 


2 Conséquence logique (ou Validité) 


2.1 Définition 


e On dit qu’un ensemble de prémisses l — {A,,..., A,} a pour conséquence logique la conclu- 
sion B ssi pour toute valuation v, si u(A1) = … = v(A,) = 1 alors v(B) = 1 


e On note le fait que B est conséquence logique des A;: A:,..., 4, = B 


2.2 Propriétés structurales de la conséquence logique 
(1) A À À (réflexivité) 

(2) Si AE B alors À,C = B (monotonie) 

(3) SiAË Bet B = C'alors À = C'(transitivité) 


2.3 Quelques schémas d’inférence valides 
(4)  _A,(A-— B) = B (modus ponens) 

(5) (A B),-B = -A (modus tollens) 

(6) A (A VB) (introduction de la disjonction) 


(7) AAB = À (élimination de la conjonction) 


(8) A = À (élimination de la double négation) 
(9) A = —-A (introduction de la double négation) 
(10) AVB,-AE B (syllogisme disjonctif) 1 
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3 Arguments et schémas d’argument 


Il faut faire une différence entre un schéma d’argument et un argument spécifique, comme nous 
avions fait une différence entre formule et schéma de formule: 


AD p(p—9)Era 
note qu’un argument spécifique est valide. 


(2) A(A=B)EB 


signifie qu’on peut remplacer À et B par n’importe quelles formules bien formées. C’est donc 
un schéma d’argument, qui tient lieu d’une infinité d’arguments spécifiques possibles. 


Définition 1 (Substitution). Une substitution © est une fonction des atomes dans les formules, 
qui s'étend à toutes les formules comme suit: 

o(—A) = -o(4) 

o(A A B)= o(A)Ao(B) 

o(A V B) = o(À) Vo(B) 

o(A — B) = o(A) - o(B) 

o(A & B) = o(A) & o(B) 
Exemple. Soit o(p) = (-p V à), et o laisse les autres atomes identiques. Alors o((p — q)) — 
o(p) — o(g) = (-pVa) — a 
Définition 2. Soit une valuation v, et une substitution o. On définit v°(p) := v(o(p)): v° est la 
valuation qui associe à chaque atome la valeur que v associe à la substitution de p. 


Exemple. Supposons que v(p) = 1, et v(q) = 0. Alors v°(p) = v(o(p)) = v(-p V q) = 0. 
Lemme 1. Etant donné une valuation v et une substitution ©, pour toute formule À, on a: 
v(o(A)) = v”(4) 


Preuve: La preuve se fait par récurrence sur la complexité de la formule A: on le montre pour À 
atomique, puis on étend la preuve par récurrence pour le cas d’une formule complexe À. 


Théorème 1. Etant donné un ensemble de formules V, et une formule À on a: TX A ssi pour 
toute substitution o(T) EH o(À) 


Preuve: 

(Le sens de DàG) 11 suffit de prendre pour o la substitution triviale qui associe chaque formule 
à elle-même. 

(Le sens de GàD) supposons l À, et supposons que v(o(T')) — 1, ce qui signifie que pour 
toute formule B de l”, on a: v(o(B)) = 1. Alors par le lemme, v°(B) = 1. D’où il suit que 
v7(A) = 1 (sachant l H À), et par le lemme de nouveau, v(o(A)) = 1. 


L'ensemble des validités propositionnelles est donc clos par substitution: on peut donc 
représenter un argument valide ou bien par une formule particulière, en tenant compte du fait 
que toute instance de substitution est valide, ou par un schéma d’argument. 
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4 Quelques grands schémas de raisonnement 


Dans ce qui suit, on se donne un nouveau symbole logique L qui prend toujours pour valeur 0, 
quelle que soit la valuation (on peut le voir comme une manière d’abréger p À -p). 


4.1 Raisonnement apagogique 
4.1.1 La réfutation 


(3) SiAË L, alors = -A (si À aboutit à une contradiction, alors À est réfutée, peut être 
rejetée) 


> Impossibilité de diviser par zéro: 


DXKTt= 0 

OxX2—0 

Donc 0 X 1 = 0 x 2 (par transitivité de l’égalité) 

Supposons que l’on peut diviser par 0. Alors: 

DxI=Sx2 

D'où, par simplification: 1 = 2, mais 1 2: contradiction. Donc on ne peut diviser 
par 0. 


> L’irrationalité de V2. Supposons que V2 = 7 avec pour cette dernière fraction une fraction 
irréductible. Alors (4)? — 2. Donc n° = 2m”. Il en résulte que 2 divise n°, et 2 divise n 
(car le carré de tout nombre impair est impair, à vérifier par vous-même). Donc n = 2k. Et 
(2k)? = 2m”, ou encore: 4k? = 2m°, donc m°? = 2k?. Donc 2 divise m° et divise m (même 
argument). Donc n et m ne forment pas une fraction irréductible : contradiction. Conséquence: 
V2 ne s’écrit pas sous la forme 7, donc n’est pas rationnel. 


4.1.2 La preuve par l’absurde (proof by reductio) 


On désigne également souvent un argument voisin, mais distinct, sous ce nom, à savoir: 


(14)  Si-AË L, alors = À 


> Euclide, Livre I des Eléments, Proposition 6: si un triangle a deux angles égaux, alors les 
côtés opposés à ces angles égaux sont égaux entre eux. Le schéma de la preuve est: “supposons 
que ces côtés ne sont pas égaux entre eux. Il en résulte une contradiction. Donc les côtés sont 
bien égaux entre eux”. 


Noter que la preuve d’Euclide a réellement la forme suivante: 


(15) Pour prouver que TH À, on montre que l',-A E L 
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4.1.3 Comparaison 


Remarque: quelle est la différence entre réfuter un énoncé et prouver par l’absurde ? La 
réfutation vise au rejet, la preuve vise au contraire à l’acceptation. En logique classique (celle 
que nous étudions), les deux schémas d’inférence ne se distinguent pas, mais 1ls se distinguent 
dans certaines logiques non-classiques, comme en logique intuitionniste. 


[A] A] 
À | 
SL I DE RAA (Reductio ad Absurdum) 


e A = (A — !), donc la réfutation est une forme acceptable pour l’intuitionniste, juste 
une façon de décharger une hypothèse en l’antécédent d’un énoncé conditionnel. 

e L’intuitionniste accepte que À H --A, mais pas que -—A = À. 

e Noter que les deux exemples plus haut ont des conclusions négatives (indivisibilité par 0, 
irrationalité de 4/2), et non positives. 


4.2 Modus Ponens / Modus Tollens 

4.2.1 Le modus ponens 

(16) A—B,A-=B 

> “Si x est un nombre dont la somme des chiffres est divisible par 3, alors x est divisible par 3. 
La somme de 31782 est divisible par 3. Donc 31782 est divisible par 3. 

4.2.2 Le modus tollens 

(17) A—B,-BEH-A 


> “Si x est un nombre divisible par 3, alors la somme de ses chiffres est divisible par 3. La 
somme des chiffres de 3079 n’est pas divisible par 3. Donc 3079 n’est pas divisible par 3. 


43 Le raisonnement par cas 


(18) SiA=CetB-C,alos AVBEC 


Une version particulière de cet argument serait: 


(19) Si A=Cetsi-A=C,aloskC 


>: “Soit x un nombre réel différent de 0. On veut montrer que x? > 0. On considère deux cas: si 
x > 0, alors x? > 0. Et si x < 0, alors x? > 0. Donc x? > 0” 


On peut généraliser ce schéma de raisonnement à un nombre arbitraire fini de cas: 
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(20) Si A E C,et A E Cet À, À C, alors A; V 42 V …. V À, 


T 
Q 


44  Prouver une équivalence 


En mathématiques, il est fréquent d’avoir à prouver que deux propriétés sont équivalentes, ce 
qu’on note parfois informellement par le symbole &. Par exemple, plus haut nous avons énoncé 
un théorème de substitution, ce théorème dit: ['— À si et seulement si pour toute substitution o, 
o(T) H o(A). Pour prouver ce “si et seulement si”, nous avons prouvé deux directions: le “si” 
et le ‘seulement si”. Ce raisonnement est à rattacher à la sémantique du biconditionnel. II vous 


faut notamment remarquer que: 


(A& B)E(A-B)A(B - À) 
(A= B\A(B-= A)K(A« B) 


5 Comment montrer qu’un argument est valide? Qu'il est 
invalide? 


Rappel: un argument de la forme l = À, où l'est un ensemble fini de prémisses, est 
valide ssi chaque fois que les prémisses de l° sont vraies ensemble, À est vraie. 


e[' — A ssi: pour toute valuation v telle que v(B) — 1 pour tout énoncé B € T’, on a: v(A) — 1. 


el '# A ssi: il existe une valuation v telle que v(B) = 1 pour tout B € l', mais telle que 
v(A) = 0. 


5.1 Un exemple d’argument valide 
Considérons une nouvelle fois un argument comme le modus ponens. Formulons l’argument 
comme suit: 

papa 
On peut tester la validité de l’argument à l’aide d’une table de vérité. La seule valuation qui rend 
vrais à la fois p et p — q rend vrai q (première ligne du tableau, en gris) 


p q|p—q 

1 1 1 V4 
1 0 0 

O I 1 

0 0 1 
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5.2 Un exemple d’argument invalide 


Soit l’argument suivant: p — q,r Vp=r—1q 


EE A 0 
PEU: il 1 il 
DATE 1 1 L 

1 O 1 0 Il 0 

1 0 0 0 1 1 
DNA il 1 il 

0 1 0 Il 0 1 
CO Il il 0 x 
0 0 0 1 0 1 


Les lignes en gris montrent toutes les valuations où les prémisses sont vraies ensem- 
ble. La ligne marquée avec X donne un contre-exemple à la validité de l’inférence: quand 
u(p) = 0,v(g) = 0,v(r) = 1, on voit que v(p — q) = v(r V p) = 1, mais v(r — q) = 0. 


6 Equivalence logique entre formules 


6.1 Définition 


e Deux formules À et B sont logiquement équivalentes ssi À = B et B = A. On notera À = B 
“A et B sont des formules logiquement équivalentes”. 


(21) (pAg)—r=p—(q—7r) 
59).. SAS A 


e La relation d'équivalence logique = est une relation réflexive, symétrique et transitive, encore 
appelée relation d’équivalence entre formules. 


6.2 Interdéfinissabilité des connecteurs 


La logique propositionnelle a une propriété importante: tous les connecteurs sont définissables à 
partir soit de { A, —}, ou alors de {V,-}. Nous montrons ici comment définir V, —, 4 à partir 
de la négation et la conjonction. 

(23) AVB= —(-A A -B) 

(24) A—B=-AVB=-(AA-B) 

25, A4 B=(A-B)A(B-—A)j=-(AA-B)A-(BA-À) 

(26) L=AA-A 

(27) T=AV-A 
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6.3 D’autres équivalences remarquables 
Lois de de Morgan: 


(28) (A A B) = AV -B 
(29) (A V B) = -A/\-B 


Distributivité des opérateurs: 


(30) AA(BVC)=(AAB)V(AAC) 
G1)  AV(BAC)=(AVB)A(AVC) 


7 Conditionnel et conséquence: le théorème de la déduction 


Quel lien y a-t-1il entre le symbole du langage-object — et le symbole du métalangage Æ ? 
Théorème 2 (Théorème de la Déduction). 


AEB ss HA-—B 


Preuve: 

e Supposons que À  B. Alors toute valuation v telle v(A) — 1 est telle que v(B) = 1. Soit 
une valuation v quelconque. Montrons que v(A — B) = 1. Nous raisonnons par cas: 

- soit u(A) = 0, et alors v(A — B)=1 

- soit u(A) = 1, et par l'hypothèse, u(B) = 1, d’où v(A — B) = 1. 


e Supposons que H A — B. Alors pour toute valuation v, u(A — B) — 1. Soit une 
valuation telle que v(A) — 1. Par hypothèse, vu(A — B) — 1. Montrons (par l'absurde !) que 
v(B) = 1. Siv(B) = 0, alors u(A — B) — 0, ce qui est une contradiction. Donc v(B) — 1. 


(32)  OnakHA—(B - À), mais aussi: À = B — À 
(33) On a aussi À, B = A 


On peut démontrer chaque propriété à partir des autres, mais à condition de mentionner le 
théorème de la déduction. On peut renforcer le théorème comme suit 


Théorème 3. Pour tout ensemble fini de prémisses A:,..., A,: 
A1. A = B ssi = (A; ANrser A») — B 


Preuve: 
(A1 À … À À,) — B est équivalent à A; — (49 — … — (4, — B)..). Il suffit donc 
d’appliquer le théorème simple un nombre fini de fois. 
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Cours 4 
Logique et psychologie: Invalidités et erreurs de raisonnement 


1 Affirmation du conséquent, Négation de l’antécédent 


1.1 Quatre schémas voisins 


(1) a A—B,AkKB (MP) 
b. A — B, —B = -A (MT) 
(2) a A—B,BHA (Paralogisme de l’affirmation du conséquent) (AC) 
b. A—B,-AË-B (Paralogisme de la négation de l’antécédent) (NA) 


1.2 Performance des sujets 


Tâche: décider si la conclusion suit des prémisses . 


MP: presque 100% de bonnes réponses 
MT: 2/3 de bonnes réponses. 
AC, NA: entre 1/3 et 2/3 de bonnes réponses. (Evans, Newstead and Byrne 1993, Politzer 2004) 


1.3 Le biconditionnel 
1.3.1 AC et NA sont valides pour + 
(3) à p+apka 

b p+qqkp 


Pa QE" P 
D q DE 0 


(4) 


S 


1.3.2 La notion d’implicature 


Une implicature est une inférence qui n’est pas logique, mais qui est rationnelle étant donné 
certains principe de rationalité afférents à la conversation (Ducrot, Grice) 


e Ducrot 1971, Loi d’exhaustivité : donner à son interlocuteur toute l’information disponible 


e Grice, Maxime de Quantité : rends ta contribution aussi informative que possible pour les 
besoins de la conversation; ne rends pas ta contribution plus informative que nécessaire. 


(5) (Geis et Zwicky 1971) Si tu tonds la pelouse, je te donnerai 5 euros. 
Implicature : si tu ne tonds pas la pelouse, je ne te donnerai pas 5 euros. 


(6) Quelques étudiants sont venus. 
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Implicature : Pas tous les étudiants sont venus. 


1.3.3 L'expérience de Rumain, Connell, Braine 1983 

(7) S'il y a un chien dans la boite, alors il y a une orange dans la boite. 
(8) Il y a une orange dans la boite. 

Groupe test voit une prémisse supplémentaire: 

(9) S'il y a un tigre dans la boite, alors 1l y a une orange dans la boite. 


Implicature (voulue): il peut y avoir une orange dans la boite sans qu’il y ait un chien dans la 
boite. 


Amélioration des performances: seuls 30% commettent AC (contre 70% dans le groupe contrôle) 


1.3.4 La perfection conditionnelle 


Geis et Zwicky appellent “perfection du conditionnel” la tendance à interpréter les conditionnels 
simples comme des biconditionnels. Von Fintel (2001) recense plusieurs exemples destinés à 
montrer que l’inférence n’est pas systématique, mais dépend du contexte. 


(10) a. 51 Jean quitte son travail, il sera remplacé. (Boer et Lycan) 
b. (?) Si Jean ne quitte pas son travail, il ne sera pas remplacé. 

(11) a. Si cette plante pousse dans le Limousin, alors ce n’est pas un astrophytum. 
b. (?) Si cette plante ne pousse pas dans le Limousin, c’est un astrophytum. 


2 La tâche de Wason (1966) 


2.1 La tâche 


Contexte: chaque carte a une lettre d’un côté et un nombre de l’autre. 


“Laquelle ou lesquelles de ces cartes dois-je retourner pour vérifier si la phrase suivante est 
vraie ou fausse ?” 


(R) Si une carte comporte une voyelle d’un côté, elle comporte un nombre pair de l’autre côté. 


E| |K| 14, |7 


2.2 Performance des sujets 


Exemple de réponses (d’après la réplication de Chiswell et Hodges) 
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É;7 0% 
E 50% 
E, 4 20% 
K, 7 15% 
7 5% 
K 5% 
E, K, 4,7 | 5% 


Réponse correcte: E, 7. Réponses les plus typiques: E seule ou E, 4 


Méta-analyse (Oaksford&Chater 1994): Ordre typiques des réponses: £ > 4> 7 > K (plus 
généralement pour un conditionnel de la forme p — q: p>q>q>-p) 


2.3 L'analyse de Wason 


e Les sujets sont enclins à un biais de confirmation: “the need to establish ‘the truth” of the 
statement predominates over the instruction. An even number with a vowel makes the statement 
‘true’, and hence a subject forgets presumably that an even number with a consonant couldn’t 
make it false. It is only when he sees vowels paired with consonants that he realizes that this 
combination proves nothing about the statement.” 


e Un autre exemple du biais de confirmation mis en évidence par Wason, le cas du jeu 
d’induction: trouver la règle sous-jacente à la production de cette suite, qui en est un exemple. 


(12) 2, 4, 6 


2.4 Un cas de perfection conditionnelle? 


Est-ce qu’une interprétation biconditionnelle du conditionnel expliquerait le biais dans la tâche 
de Wason ? 


(13) Une carte comporte une voyelle d’un côté si et seulement si elle comporte un nombre 
pair de l’autre 


Dans ce cas, 1l faudrait en réalité retourner toutes les cartes pour s’assurer que le biconditionnel 
est respecté. 


3 Cosmides et Tooby 1992 


3.1 Expérience 


Scénario 1: Vous êtes employé dans une école et vous devez vous assurer que la secrétaire a 
correctement classé les dossiers, en appliquant la règle suivante: 
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(14) S1 la personne est dans la catégorie D alors ses documents doivent être marqués avec un 
3. 


Devant vous il y a 4 cartes qui résument les informations sur 4 élèves de l’école (chaque carte 
comporte une lettre et un chiffre au dos). 


D| |F, 13, |7 


Scénario 2: Vous êtes videur dans un bar, et vous perdrez votre emploi si vous n’appliquez pas 
correctement la mesure suivante: 


(15) S1 la personne boit de la bière, elle doit avoir plus de 20 ans. 


Les cartes suivantes ont les informations concernant 4 clients. 


Boit de la bière! |Boit du Coca) |a 25 ans a 16 ans 


3.2 Résultats et Interprétation 


e Moins de 25% des sujets choisissent les deux cartes correctes dans la tâche abstraite, contre 
plus de 75% dans la tâche concrète. 


e Hypothèse de Cosmides et Tooby: les sujets appliquent un “algorithme de détection des 
tricheurs”, ils sont sensibles aux violations de certains contrats sociaux. 


e Est-ce une effet de familiarité ? Est-ce que la notion de contrat social facilite le raisonnement 
logique? 


La réponse de CT est négative à ces deux questions. Des expériences contrôlées indiquent: 

- la performance des sujets s'améliore certes un peu sur des phrases descriptives familières, 
mais elle s’améliore plus sur des situations non-familières de contrats sociaux 

- le contrat social peut en fait biaiser les réponses dans un sens contraire aux lois logiques 


4 La théorie de la pertinence: Sperber, Cara, Girotto 1995 


Thèse générale: la théorie de Cosmides et Tooby est trop restrictive; le contraste est l’effet 
particulier d’un phénomène plus général, qui consiste à rendre accessible le cas À À -B, c’est- 
à-dire saïllant cognitivement, ou pertinent. Quand le cas est rendu pertinent, les sujets sont plus 
enclins à considérer cette hypothèse. 


5  Oaskford and Chater 1994 


(16) Si on mange des tripes, on tombe malade. 
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Comment tester l’hypothèse ? A qui demander ? 

- Mangeur de tripe: oui, si malade, on augmente confiance dans l’hypothèse, si pas malade, 
on la diminue. 

- Malade: oui, si a mangé tripe, augmente confiance, sinon, sans pertinence. 

- Pas Malade: oui, si a mangé tripe, diminue confiance, sinon sans pertinence. 

- Pas mangé tripe: non pertinent. 
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Cours 5: Systèmes de preuve — 
Méthode des arbres pour la logique propositionnelle 


1 Preuve mathématique et preuve formelle 


1.1 Un exemple de preuve: la preuve euclidienne 


e Euclide pour la géométrie distingue définitions, postulats et notions communes. Les preuves 
d’Euclide disent explicitement quand elles font appel à une définition, à un postulat ou à 
une notion commune. En revanche, elles ne rendent pas explicites l’usage de règles logiques 


d’inférences. Les définition ne sont pas purement formelles. 


(1) Definition 1. Un point est ce dont 1l n’y a pas de partie. 
(2) Postulat 1. Il est possible de tracer une ligne droite de tout point vers tout point. 
(3) Notion commune 1. Deux choses égales à une même troisième sont égales entre elles. 


(4) Proposition 1 (et preuve) du Livre I: A partir d’un segment donné (on peut) construire un 
triangle équilatéral. 


Comment procède la preuve ? 

- Elle utilise les postulats, les définitions, et les notions communes, pour aboutir à la conclu- 
sion. 

- La preuve, toutefois, est lacunaire au sens où elle suppose l’existence d’une intersection 
entre les cercles, alors que cette intersection n’est pas formellement garantie (bien qu’elle le soit 
visuellement dans le plan). 


e L’un des grands mathématiciens de la fin du XIXè siècle est D. Hilbert, qui propose une ax- 
iomatisation nouvelle de la géométrie, où les définitions sont purement des définitions implicites 
(les notions de “point”, “droite”, sont définies non de façon explicite, mais via les axiomes où les 
notions interviennent, nous en verrons un exemple plus tard). Cette démarche a conduit Hilbert 
à s’intéresser à la logique et à développer la logique mathématique (dans la foulée de Russell et 
Whitehead, et avant eux de Frege). 


(5) Pour tout couple de points, il existe une droite qui les contient. 


1.2 La notion formelle de preuve 


La notion formelle de preuve codifie la notion informelle qu’on trouve chez Euclide: une preuve 
est une suite d’énoncés, qui procède à partir des énoncés primitifs (axiomes) pour dériver la 
proposition concernée par étapes. L'approche moderne ne distingue pas les axiomes et les pos- 
tulats, le terme d’axiome désigne tout énoncé qui constitue immédiatement un théorème. 


La notion formelle de preuve s’appuie sur une distinction fondamentale entre: 


1/6 
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e Des axiomes: formules que l’on admet comme primitives, sans preuve 


e Des règles d’inférences: des règles qui, à partir des axiomes, permettent de dériver de 
nouvelles formules à partir des axiomes 


On peut définir une preuve comme suit: une preuve formelle est une suite de formules 
(A1, .…., An) telles que pour chaque à, soit À; est un axiome, soit À; résulte des formules qui 
précèdent par application d’une règle d’inférence. 


On appelle un théorème une formule À telle que À est la dernière formule d’une suite 
(A1,.…, An) telle que cette suite est une preuve. Etant donné un système T° d’axiomes et de 
règles d’inférence, on note: +7 À le fait que À est un théorème dans 7. 


e On peut naturellement ajouter aux axiomes des hypothèses, des énoncés non axiomatiques 
mais qu’on admet et à partir desquels on peut prouver axiomatiquement d’autres énoncés (les 
hypothèses sont les prémisses d’un argument) 


1.3 Système de Frege-Hilbert pour la logique propositionnelle 
1.3.1 Schémas d’Axiomes 


(ADE p — (q — p) 
(A2) FE (p—(g—r)) (pa) (pr) 
(ASF (par) 0) 


1.3.2 Règles d’inférence 
e modus ponens: de+ Aetk À — B, on peut inférerk B. 


e substitution: dans un théorème, on peut substituer n’importe quelle formule à une formule 
propositionnelle (ie sit Afp] alors + Alo(p)]) 


1.4 Un exemple de dérivation 
Comment prouver À — A7? 


LEbe (4 r) + (bb) + (p7r)) (A2) 
2. H (4 = ((4 = À) — À) — ((4A = (A — À)) — (A — À)) (par 1 et règle de 
substitution en remplaçant p par À et q par (A — À) 
3.F p — (q — p) (AD 
.+ (A ((4 = À) — À) (3 et règle de substitution) 
H ((A — (4 - À)) — (A — À)) (2, 4 et MP) 
.+ (4 (A — À)) (3 et règle de substitution) 
- (A — À) (5,6 et MP). 


IOuB 
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15 Remarques sur l’axiomatisation 


e L’un des tours de force de Frege dans l’Idéographie est d’avoir proposé une axiomatisation de 
ce type pour la logique propositionnelle (avec plus d’axiomes, et un peu de redondance, mais 
déductivement complète). 


e Comme le montre l’exemple précédent: l’établissement d’une preuve dans un système de ce 
type est loin d’être trivial, même pour des vérités évidentes. 


e Cet exemple fait néanmoins apparaître les lois logiques sous un jour nouveau: non plus seule- 
ment comme des vérités logiques, mais comme des théorèmes dérivables de façon axiomatique 
à partir de règles explicites. 


e Pour la recherche de preuves, en revanche, ce genre de système n’est pas le plus aisé à manip- 
uler. Nous verrons d’autres systèmes par la suite. 


1.6 Correction et complétude pour un système de preuve 


e Etant donné un système de preuve pour la logique propositionnelle, on dit que ce système est 
déductivement correct (ou fiable) ssi tout théorème du système est valide logiquement: 


sit À alors À 
e Réciproquement, on dit que le système est déductivement complet ssi toute tautologie est 
dérivable à partir des axiomes et règles d’inférences du système: 

sir À alorsk À 
e On peut étendre ces notions à l’admission d’hypothèses dans une preuve. On pourra écrire 


que: l'H À si À est prouvable à l’aide des axiomes et des règles d’inférences en traitant les 
formules de l comme des axiomes. 


La correction du système donné plus haut est relativement aisée à démontrer. La complétude est 
un travail qui demande plus d’effort. Frege avait proposé un système correct et complet pour la 
logique propositionnelle, mais la première preuve de complétude est due à Emil Post (1921). 


2 Système d’équivalences pour la logique propositionnelle 


2.1 Le système 


On peut aussi proposer pour la logique propositionnelle un système plus riche et plus intuitif, 
fondé sur des équivalences entre formules. On prend pour axiomes dans ce système les formules 
et equivalences suivantes: 


LEE CT 


2) Lois de de Morgan 
F (A A B) <> (-A V -B) 
F= (A VB) <> (-A A -B) 
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3) Négation 

+ 4 & À 
F=Te L 
F —L pas FT 


4) Lois d’associativité 
H(AAB)AC 4 AA(BAC) 
-(AVB)VC 4 AV(BVC) 


5) Loi de commutativité 
-AAB&£BAA 
-AVB£&BVA 


6) Lois de distributivité 

+ AV(BAC)4 (AV B)A(AVC) 
+ AA(BVC)4 (AAB)V(AAC) 
7) Idempotence 

+ (AV A)& À 

+ (AA À) & À 

8) Lois 0-1 

H(AAL)&L 


9) Elimination du conditionnel 
-(4A- B)4(-AVB) 
F (A & B) era (AAB)V(-AA-B) 


10) Substitution des identiques 
Det A& Betdek C{A/p], inférer+ C[B/p] 


2.2 Exemple 


On veut montrer que (A — B) — (—-B — —A) est un théorème 


Cette formule est équivalente à chacune des formules suivantes, par les lois qui précèdent 


(A — B) V (8 — À) 

—(—AÀ V B) V (=sB. V À) 

À À —B) V (B V À) 

AA —B) V (B V À) 

A V (B V —À)) A (-B V (B V —À)) 


( 
| 
(BV (AV =4)) A ((-B V B) V A) 
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(BVT)A(T VA) 
TAT 


e Pour montrer que + À, il suffit de montrer qu’il existe une chaine d’équivalences (A «+ 
A1), (A1 & A42),.., (4h-1 & T) (cela suit de la règle de substitution) 


2.3 Correction et complétude 


On peut montrer que E Assik À. 


eSit À, il suit que = À car tous les axiomes sont des validités, et la validité est préservée 
par la règle de substitution des identiques. 


e Si — À, inversement, alors les règles du système permettent en fait de mettre À sous 
FND, et de montrer l’équivalence de cette FND avec T (cette partie est plus difficile à prouver 
rigoureusement) 


3 La méthode des arbres 


La méthode des arbres sémantiques est une méthode de preuve par réfutation. Pour montrer 
que l'E À, on montre que LU {-A} aboutit à une contradiction. Pour chaque connecteur, on 
introduit un règle d’expansion de la formule qui le contient comme connecteur principal. Les 
règles visent à simplifier les formules. 


3.1 Règles pour les connecteurs propositionnels 


AAB (A A B) 
| LT 
A À -B 
B 
AVB (A VB) 
| 
—B 
À -— B (A — B) 
LES | 
À B A 
—B 
—— À 
| 
A 
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3.2 Principes 


e On dit qu’une branche d’un arbre est fermée si elle comporte à la fois une formule et sa 
négation. 


e Pour prouver qu’une formule est prouvable, on construit le tableau à partir de sa négation, et 
on montre que toutes les branches de l’arbre sont fermées au sens où elles contiennent toutes à 
la fois une formule et sa négation. 

e La méthode est la suivante: si toutes les branches construites à partir de [”', A ferment (com- 
portent une formule et sa négation), alors LH À. Si une branche est ouverte, inversement, on 
peut extraire de la branche une valuation qui rend vraie l, -A. 


3.3 Exemples 
LFp— (gp) 


2.(pAg)—rtkp—(q—+r) 


3. Montrons que (p — q) (q — p) 


6/6 


Introduction à la logique, 2021 (S1) Cours 5 


Ici aucune branche ne ferme, et chaque branche indique une valuation qui rend les formules 
vraies ensemble. 

e La méthode des arbres est correcte et complète pour la validité en logique propositionnelle : 
sil = À, alors l’arbre construit à partir de l°, À ferme. Inversement, si l’arbre construit à partir 
de l', A ferme, alors LE A. 
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Cours 6 
Logique des Prédicats 


Buts de cette séance: 


- Fondements frégéens de la logique des prédicats 

- Syntaxe de la logique des prédicats 

- Le carré aristotélicien des oppositions 

- sémantique pour le fragment monadique (prédicats unaires) 


1 Fondements: fonction et argument chez Frege 


“On peut envisager de décomposer les propositions affirmatives comme les 
équations, les inéquations, et les expressions analytiques, en deux parties dont l’une 
est fermée sur soi et dont l’autre réclame un complément, est insaturée. On analy- 
sera par exemple la proposition “César conquit les Gaules” en “César” et “conquit 
les Gaules”. La seconde partie est insaturée, elle traîne une place vide avec elle, et 
ce n’est qu'après avoir rempli cette place par un nom propre ou une expression qui 
représente un nom propre qu’on voit naître un sens fermé sur lui-même. J’appelle 
ici encore fonction la dénotation de la partie insaturée. Dans ce cas l’argument est 
César” (Fonction et Concept, 1891) 


1.1 Exemple 


(1) César conquit les Gaules 


(2) a.  conquit-les-Gaules: P() 
b. César: c 


GG) P(c) 


12 Variable et généralité 


e Puisqu’une fonction est une entité insaturée, 1l est naturel de représenter son caractère insaturé 
à l’aide d’une place vide, qui, quand on l’instancie par un objet, vient saturer la fonction. Mais, 
au lieu de représenter le prédicat “conquit-les-Gaules” comme: 


(@)  P() 
on peut aussi le représenter par: 


(S)  P() 
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comme on ferait pour dire qu’on a une fonction à un argument x, qui reste à spécifier. 
e Comment dire qu’une fonction est toujours vraie? On veut dire que: quel que soit 
l'argument qu’on donne à la fonction, la fonction rend la valeur “Vrai” 


(6) VxP(x) 


signifierait par exemple: “tout individivu x a conquit les Gaules” 


1.3 Prédicats unaires et prédicats relationnels 


De même qu’il y a des fonctions d’une variable et des fonctions de plusieurs variables, en calcul 
des prédicat, la grande et principale innovation de Frege est de distinguer des prédicats unaires 
et des prédicats n-aires (à n arguments): 


(7) a. Socrate est assis. 
b. Aa) (A: est assis; a: Socrate) 


(8) 


Socrate regarde Alcibiade. 
R(a, b) (R: regarde; a: Socrate; b: Alcibiade) 


sp 


1.4 Sujet et Prédicat 


La distinction frégéenne entre fonction et argument abolit la distinction grammaticale entre sujet 
et prédicat qu’on trouve chez Aristote et ses successeurs. Dans “Socrate regarde Alcibiade”, il 
n’y a plus de sujet et de prédicat, mais un prédicat binaire et 2 arguments, si la phrase est analysée 
comme étant de la forme (a, b). 


(9) Pierre a présenté Suzanne à Marie. 
(10)  P(p,s,m) 


2 Syntaxe de la logique des prédicats 


Pour formaliser le langage de la logique des prédicats nous écrirons une formule de la forme 
P(a) plus simplement sans les parenthèses, comme: Pa. Idem pour R(a, b), nous écrirons: Rab. 
Cela ne pose pas de problème pour la lecture unique des formules, et cela rend l’écriture des 
formules plus succincte. 


2.1 Exemples 


(11) a. Ahmed est un homme 


b. Ha 
(12) a. Ahmed court 
b. Ca 
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(13) a. Berangère est grande 
b. Gb 
(14) a. Ahmed est un homme et Bérangère court. 
b. (HaACb) 
(15) a. Ahmed n’est pas grand. 
b. Ga 
(16) a. _iln’est pas vrai que si Ahmed est grand alors Bérangère court. 
b. —(Ga — Cb) 
(17) a. Tout individu est grand 
b. VrGr 
(18) a. Au moins un individu est grand 
b. -xGx 
(19) a. Ahmed regarde Bérangère. 
b.  Rab 
(20) a. Ahmed regarde quelqu'un. 
b. -rhRax 
(21) a. Quelqu'un regarde Ahmed. 
b. -rhRxa 
(22) a. Quelqu'un regarde quelqu'un. 
b. x iyRxy 
(23) a. Tout le monde regarde Ahmed. 
b. Vrhixa 
(24) a. Ahmed regarde tout le monde. 
b. VrhRax 
(25) a. Tout le monde regarde quelqu'un. 
.…. VatyRxy 
c. yVxRxy 


(26) a. Quelqu'un regarde tout le monde. 
b. -xVyRxy 


2.2 Morphologie 


La logique des prédicats distingue plusieurs types de symboles: 


1. Les connecteurs propositionnels: —, À, —,V,4 
2. Les parenthèses: (,) 

3. Les symboles de quantificateurs: V, 3 
4. Les constantes d’individus: à, b, c, .… [noms propres] 
5. Les variables d’individus: x, y, z,… [pronoms] 
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6. Les symboles de prédicats: P,Q,R, 


Les symboles de prédicats ont chacun une arité variable finie, spécifiée à l’avance: 
- Symboles de prédicats unaires: PU), QU), RO)... 
- Symboles de prédicats binaires: PU), QU), RO)... 


(27) Au lieu de Rab, stricto sensu on devrait écrire: R°)ab 


2.3 Formules bien formées 


e On appelle terme singulier un symbole de constante ou un symbole de variable 


e Pour tout n, une formule atomique est de la forme PU)t...t,, où chaque t; est soit une 
constante d’individu, soit une variable d’individu, et P() est un symbole de prédicat d’arité n. 


e Formules bien formées: 
Une formule atomique est une formule bien formée. 


Si Fest une formule bien formée, alors —F aussi. 


Si F'et F” sont des formules bien formées, alors (F A F'),(FV F),(F = Fjet(F «& F1) 
aussi 


Si F'est une formule bien formée, alors VxF' et 2xF le sont aussi. 


Rien d'autre n’est une formule bien formée. 


3 Le carré aristotélicien des oppositions 


3.1 Quantité et qualité 


Affirmatif Négatif 
Universel | Tout le monde dance Personne ne dance 
VixBx Vax-Bx 
Particulier |  Quelqu’un dance Quelqu’un ne dance pas 
drxBx ST 


3.2 Contrariété et contradiction 


Affirmatif Négatif 
Universel | Tout le monde dance Personne ne dance 
VrBr -2xBx 
Particulier Quelqu'un dance Pas tout le monde dance 
rBx —ViBx 
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e Deux énoncés sont contraires s’ils ne peuvent être vrais ensemble, mais peuvent être faux 
ensemble. 


e Deux énoncés sont contradictoires s’ils ne peuvent ni être faux ensemble, ni être vrais 
ensemble (la vérité de l’un entraîne la fausseté de l’autre, et réciproquement) 


e Deux énoncés sont sub-contraires s’ils ne peuvent être faux ensemble, mais peuvent être 
vrais ensemble. 


4 Sémantique (prédicats unaires) 


Dans cette section nous allons d’abord nous restreindre au fragment de la logique des prédicats 
qui ne contient que des prédicats unaires. 


4.1 Ensembles 


Pour interpréter la logique des prédicats, nous utiliserons la notion d’ensemble d’objets. Il vous 
faut connaître les notions d’appartenance et d’inclusion. 


Un ensemble est pour nous une collection d’éléments que l’on peut représenter comme par ex- 
emple: 


D = {1,4,6,7} (“l’ensemble qui contient les éléments 1, 4, 6 et 7”) 
On dit que 1 € D: “1 appartient à D”. 


Soit l’ensemble À = {4,6}. Vous remarquez que tout élément de À est un élément de D. On 
écrit alors: À € D. On dit que: “A est inclus dans D” 


4.2 Structure d’interprétation 


e Une structure d’interprétation M est constituée d’un domaine d'interprétation D, (un ensem- 
ble non-vide d’individus) et d’une fonction d’interprétation /}, qui associe: 


- à chaque constante d’individu a un unique élément //(a) du domaine Dr 
- à chaque symbole de prédicat unaire P un sous-ensemble 7,,(P) du domaine D 


e Pour chaque élément d du domaine D), nous supposerons qu’on peut le nommer par son propre 
nom dans le métalangage (donc d est le nom de d : usage autonyme). 


e Etant donnée une formule À non quantifiée et contenant la variable x, nous noterons A[d/x] la 
formule qui résulte de À lorsque l’on remplace chaque occurrence de x par d. Par exemple, soit 
À la formule (Px V -Px). Ald/x] est la formule (Pd V -Pd). 
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4.3 Sémantique 


Etant donnée une structure M = (Dy, 1), nous écrirons: 


e Iu(Pa) = ] ssi Zu(a) € Iu(P) 
el À) = ] — [y (A) 


VxA) = 1 ssi pour tout élément d de D, 14 (Ald/x]) = 1 
e Iu(AxA) = 1 ssi il existe au moins un élément d de D tel que Z,,(AÏd/x]) = 1 


44 Exemple 


Soit la structure d’intrerprétation M = (D, 1) avec D = {1,2,3,4} et I(P) = {2,3}. 
Montrons que VxPzx est fausse dans M, mais que rPx est vraie dans M. 


e Im(VzPx) = 0 car 1 € {2,3}, donc ce n’est pas le cas que tout élément de D appartienne 
à Iu(P). 


e Iy(=xPx) = 1 car il existe au moins un élément de D, par exemple 2, tel que Zx(P2) = 1. 
En effet, cela signifie que 2 € 14 (P), soit 2 € {2,3}. 
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Cours 7: 
Quantification restreinte, Relations, Variables libres et liées 


1 Interprétation dans une structure 


(1) Soit une structure M, avec Dy = {1,2,3,4}, Im(P) = {1,3}, Im(Q) = {2,4} 


Im iPr) = 1 

car: il existe un individu, à savoir 3, tel que 1x (P3) = 1 

En effet: 3 € Im(P). 

Que valent: VrPx 

x(Px À Qx) 

EPA QE) 

x(Px — Qx) 

LPO) 
( 
( 


x(Px — -Qx) 
x(Px — Qx) 


LU € << Li LL 


(2) Imaginons le scénario suivant: Pierre aime Marie, et elle seule. Marie n’aime personne, sauf 
elle-même. Jacques aime tout le monde. Construire une structure à 3 éléments dans laquelle 
les formules suivantes sont vraies: Vx Ajx, Apm, Amm. 


Soit M telle que Dy —= {a,b,c},Im(A) = {(a,a),(b,a),(c,a),(c,b),(c,c)}, et Im(j) = c, 
Lu(p) = b, Im(m) = a. 


2 Le carré des oppositions 


2.1 Formules quantifiées 
Comment interpréter les formules de Frege? 
(3)  Vx(Ax — Bx) 


Soit un domaine M = (Dy,lu). 
Alors Imy(Vx(Ax — Bx)) = 1 
ssi pour tout d dans D, Im((Ax — Bx)[d/x]) = 1 
ssi pour tout d dans Ds, Im(Ald/x]) < Im(Bld/x|) 
ssi pour tout d dans D, Im(Ad) < Im (Bd) 
ssi pour tout d dans Du: si Im(d) € Im(A), alors Iw(d) € Im(B) 
ssi Iu(A) (es Imu(B) 


(4) 


Alors Im(=x(Ax A Bx)) = 1 
ssi il y a un d dans D tel que Zu ((Ax À Bx)[d/x]) = 1 
ssi il y a un d dans D tel que Zx(Ald/x]) = Im(Bld/x]) = 1 
ssi il existe d dans D tel que (Ad) = 1 et Im(Bd) = 1 


x(Ax À Bx) 
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ssi il y a un d dans D tel que Zw(d) € Im(A) et Im(d) € I(B) 
ssi Iu(A)N Im(B) Z (] 
(5) Vx(Ax — -Bx) 
ssi pour tout d dans D, Im((Ax — -Bx)[d/x]) = 1 
ssi pour tout d dans Du, Im(Ald/x]) < Imy(-Bld/x|) 
ssi pour tout d dans Du, Im(Ad) < Imy(-Bd) 
ssi pour tout d dans Du: si Im(d) € Im(A), alors Iw(d) € Im(B) 


ssi pour tout d dans D, on n’a pas à la fois: Zw(d) € Im(A) et Im(d) € Im(B) 
ssi Iu(A)N Im(B) = (] 


2.2 Pourrait-on traduire la quantification restreinte autrement que Frege? 


Que signifierait: 


(6) -x(Ax — Bx)? 
(7) Vx(Ax A Bx) 


On peut montrer que Ax(Ax — Bx) n’est pas contradictoire avec Vx(Ax — -Bx). 


Exemple: soit M une structure à trois éléments avec D = {a,b,c}, et I(A) = {a} et I(B) = {c}. 
On a: Im(ax(Ax — Bx)) = let Iy(Vr(Ax — -Bzx)) = 1. 


3 Qu’est-ce qu’une relation? 


Un prédicat relationnel est un prédicat n-aire (avec n > 2). 
Comment interpréterons nous une relation ? 


e Pour un prédicat unaire, nous interpréterons le prédicat par son extension = l’ensemble des 
objets auxquels le prédicat s’applique, pour lesquels le prédicat (vu comme une fonction) rend la 
valeur Vrai. 


e Une relation sera interprétée comme un ensemble de n-uplets: l’ensemble des n-uplets à quoi 
s’applique la relation. 


(8) Soit le verbe transitif “aimer” et supposons qu’on ait trois individus à, b,c. Supposons que a 
aime b, b aime c, a s’aime lui-même, mais a n’aime pas c, etc. Comment représenter la relation 
binaire “aimer” relativement à ce domaine d’individus ? 


(9) _R:={(a,a),(a,b),(b,c)}. On a bien: (a, b) € R,mais(a,c)# R 


Définition 1. Etant donné un ensemble D, on appelle produit cartésien D" l’ensemble D x Dx x D 
(n fois), de tous les n-uplets (d1,…, d,) d'éléments de D. 


(10) Si D = {a,b,c}, que vaut D x D? 


Définition 2. Etant donnée une relation R, on appelle relation converse de R la relation R' telle que 
(a,b) € R ssi (b,a) € R'. 


(11) La converse R’ de R est {(a, a), (b,a),(c,b)}. Intuitivement, si R veut dire “aimer”, alors 
R' veut dire “être aimé de”. L'ordre des éléments n’est pas le même. 
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4 Sémantique (cas général avec prédicats relationnels) 


4.1 Structures d'interprétation 
e L'interprétation d’une formule de la logique des prédicats est toujours relative à: 


i) Un univers d’interprétation ou domaine de quantification D (ensemble non-vide d’individus) 
ii) Une fonction d’interprétation 7 qui nous dit comment interpréter les constantes d’individus 
et les symboles de prédicats 


On appelle un couple M = (Du, Im) une structure d’interprétation. Cela nous sert à définir ce 
que nous appellerons une valuation J, basée sur M: 


e Nous allons faire deux hypothèses simplificatrices: 


1) tout individu du domaine à un nom canonique, le même dans le langage-objet que celui 
du métalangage: si d est un individu du domaine, on écrit d son nom. Etant donné une fonction 
d'interprétation Zmy, nous supposerons que Zw(d) = d. 


ii) Nous ne nous soucions pas de l’interprétation les variables séparément. Nous supposons que 
nous interprétons uniquement des formules closes dans un premier temps (il n’y pas de variables 
libres dans nos formules) 


e Voici comment on interprète les formules closes: Etant donné une structure M — (Dm,lm), 
la fonction 1x, associe à chaque constante d’individu un élément du domaine, et à chaque prédicat 
unaire un sous-ensemble du domaine: 

- si a est une constante d’individu: Zm(a) € Du 

- si P est un symbole de prédicat unaire: 1m(P) € Du 

- si P est un symbole de prédicat n-aire, alors y (P) € (Dy)" (le produit cartésien de Day, n 
fois) 


e Nous notons: FÎc/x] la formule F dans laquelle on remplace chaque occurrence libre de x par c 


4.2 Règles d'interprétation 

(1) Formules atomiques: (Pa) = 1 ssi Imy(a) € Im(P) 
Im(Pa1.….an) = 1 ssi (Jw(a1),.…, Im(an)) € Im(P) 

(2) Négation: Im(-F) = 1ssi lm(F) = 0 

(3) Connecteurs binaires: 
Conjonction: 1m (F AG) = 1ssimin(Im(F), Im(G)) = 


Disjonction: 1 (F V G) = 1ssimax(lu(F), Im(@)) = 
Conditionnel: Zw4(F — G) = 1ssi Iu(F) < Im(G) 
(4) Quantificateurs: 


Iu(VzF) = 1 ssi pour tout individu d de D, on a: Iw(F[d/x]) = 1 
Iu(AxF) = 1ssiil y a un individu d dans Dy tel que: Iw(FÎd/x]) = 1 
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4.3 Remarques 


Vous remarquez que: 

- la fonction d’interprétation 1x7 sert à interpréter les symboles extra-logiques (constantes, 
prédicats), et nous l’étendons ensuite pour interpréter les formules closes. 

- les symboles logiques sont interprétés par les règles usuelles pour les connecteurs proposition- 
nels, ajustées pour les quantificateurs 


Nous ne nous soucions pas d'interpréter à part les variables ici, puisque nous n’avons que des formules 
closes. 


5 Validités en logique des prédicats 


5.1 Définitions 


e On dit qu’une formule F° a pour conséquence logique une formule G ssi pour toute structure 
d'interprétation M, pour toute interprétation 217 basée sur M, si Im(F) = 1 alors (QG) = 1. 


e On dit que F' et G sont logiquement contradictoires ssi pour toute structure }{ et toute in- 
terprétation Z1 associée: Zu (F) = 1 ssi Iw(G) = 0 


Deux formules F et G sont logiquement équivalentes ssi elles sont les mêmes valeur de vérité dans 
toute interprétation Jy. On note F = G 


5.2 Exemples importants 


(12)  Vx(Ax — -Bx)et 2xr(Ax A Bx) sont contradictoires 
(13) x(Ax V Bx) = 3Ax V 3xBx 
(14)  Vx(Azx A Bx) = VxAx A VxBx 


et 


(5)  VrxAx VVxBxE Vx(Ax V Bx) 
(16) x(Ax A Bx) = 3xAx A 35Bx 


mais: 


(A7)  Vx(Ax V Bx) É VxAx VVxBx 
(18)  2xAx A rxBxË 3x(Ax A Bx) 


Pour (18), soit la structure M = (D, 1m) telle que: Dyy = {a,b}, avec Im (A) = {a} et Imy(B) = 
{b}. Ona a € Im(A), donc I (Aa) = 1, idem b € 1y(B), donc Im(Bb) = 1, et donc 1y(Ax Ar) — 
1et Iwy(AxBx) = 1. En revanche, 14 (Ax(Ax A Bx)) = 0, car Im(Aa/A Ba) = 0 et Im(AbA Bb) — 
0. 


(19) E Vx(Ax V -Ax) (version quantifiée de la loi du tiers-exclu) 
(20) 2x0 = -V-6$ (dualité de 3 et V) 


6 Variables libres, variables liées 


Considérez les deux formules suivantes: 


(21), &. -x(Pr VO®) 
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b::  ÉRPE VO) 


On dit que toutes les occurrences de la variable x (autre que celle qui suit le quantificateur) sont liées 
par dx dans la première formule, mais que dans la seconde seule la première occurrence est liée par 
3%. 


2x V 
| LES 
V 2x Qx 
NS | 
Px Qx Px 


2. Soit F une formule de logique des prédicats. On définit par récurrence l’ensemble des 
variables libres V L(F) et l’ensemble des variables liées V B(F°) comme suit: 


- Si F est une formule atomique PÜ)4,...t,, alors VL(F) est l’ensemble des variables de F', et 
VB(F) = . 

- Si F est la négation de F”, alors VL(F) = VL(F')et VB(F) = VB(F'). 

- Si Fest la conjonction, la disjonction, la conditionnelle, ou la biconditionnelle formée à partir 
de G'et H, alors VL(F) = VL(H)UVL(G)et VB(F) = VB(H)UVB(G) 

- Si F = VxG ou 2xG, alors VL(F) = VL(G) — {x}, et VB(F) = VB(G)U {x}. (NB. pour 
deux ensembles À et B on définit À — B comme l’ensemble des éléments de À qui ne sont pas dans 
B). 


Soit F = x(Px V Qx) et G = (3xPx V Qx). On montre, en appliquant ces définitions, que x 
est uniquement liée dans F, mais à la fois liée et libre dans G. 


eVB(F) = VB(Ax(Px V Qx)) = VB(PxV Qx)U{x} 

or VB(Pzx V Qx) = VB(Px)UVB(Qx) = Ü. 

donc VB(Px V Qx)U {x} = {x}. 

eVL(F) = VL(x(Pzx V Qx)) = VL(Px V Qx) — {x} 

or VL(PrVOx)=VEL(Pr)UVL(Or) = {rx Vial ={rEk 

donc VL(Px V Qx)U {x} = {x} — {x} = . 

Par conséquent, F ne comporte qu’une seule variable liée, x, et aucune variable libre. 


eV B(G) = VB((2xPx V Qx)) = ((VB(Px)U {x}) UV B(Qzx) = {x} 
eVL(G) = VL((xPx V Qx)) = ((VL(Px) — {x}) UVL(Qx) = {x} 
donc x est à la fois libre et liée dans G. 


ER an 


3. On appelle occurrence d’une variable dans une formule la position de la variable dans cette 
formule (NB: par convention, on ne compte pas la position de x dans Vx comme une occurrence). 


4. Considérer les formule suivantes. Dans chaque formule, indiquer les variables libres et les 
variables liées: 

a. (Px — xQx). 

æ est libre dans Px et liée dans Qx. 


BAPE A Qu) 
æ est liée Px et y est libre dans Qy. 


c. =xVy(Px — Qy) 
æ est liée dans Px et y liée dans Qy. 
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5. On appelle portée d’un quantificateur Vx ou 2x la plus grande formule qui suit ce quantifica- 
teur. Quelle est la portée de 2x dans F', et dans G? 

Portée de 2x dans F: (Px V Qx) 

Portée de 2x dans G: Px. 


Les définitions précédentes nous servent à énoncer une propriété importante de la logique des 
prédicats: dans une formule donnée, on peut renommer les variables liées par de nouvelles vari- 
ables n’apparaissant pas dans la formule de départ. Les formules que ne diffèrent que par le 
nommage des variables liées sont logiquement équivalentes: 


(22) VxRzxx et VyRyy 
(23)  Vxzz(Rxz) et VyzRyz 


En renommant les variables, il faut éviter des captures de variables libres: 


(24) VyRxy ne peut pas se réécrire en VrRxx 
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Cours 8 
Identité et existence en logique des prédicats 


1 L'identité 


La logique des prédicats permet de traiter la notion d’identité à l’aide du symbole d’égalité =. Il s’agit 
d’un symbole de prédicat binaire distingué. L'identité est une relation qui est réflexive, symétrique et 
transitive, donc qui satisfait les principes suivants: 

D Vrlr=#) 

@)  VaVy(x =y—y=x) 

(3) VaVyWs(i=yAy=7zx—2) 

Mais attention: d’autres relations que la relation d’identité satisfont ces principes. Pour être sûr que 
nous parlons bien de la relation d’identité, il faut fixer l’interprétation de cette relation, de sorte que, 


pour une structure d’interprétation M = (D, 1), nous ayons: 7(=) = {(d,d);d € D}. Autrement 
dit, on interprète l’identité comme une relation qui relie chaque élément à lui-même, et à aucun autre. 


2 Au moins, au plus 


L’ajout du symbole d’identité permet d’exprimer la cardinalité en logique: 


(4) a. Il y a au moins un étudiant. 
b. -xEx 
(5) a. Il y a au moins deux étudiants. 
b. xdy(x £ y A Ex À Ey) 
(6) a. Il y a au moins trois étudiants. 
b. dy gAyezNr Az N Er Ey\Eez) 
(7) a. Ja au plus un étudiant. 
b. VaVy(Ex A Ey — x = y) 
(8) a. Il y a au plus deux étudiants. 
b. VrVyVz(Ex A EyAEz = x =yVx=2Vy=2) 


3 Exactement 


(9) Il y a exactement un étudiant. 
(10) JxEx À VaVy(Ex À Ey — x = y) 
(11) x(Ezx AVy(Ey — y = 5x) 
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4 L'existence 


4.1 Deux inférences 


(12) a. Paul McCartney est un chanteur. 
b. Ilexiste un chanteur. 


(13) a. La planète Vulcain n’existe pas. 
b. ??II existe une planète qui n’existe pas. 


4.2 Comment représenter l’existence ? 


Rappel: Vulcain, planète hypothétique dont l’existence est postulée par Le Verrier en 1860 pour ex- 
pliquer les anomalies du périhélie de Mercure. Son existence n’est pas attestée, et considérée comme 
réfutée par la théorie de la relativité générale d’Einstein (1916). 


4.2.1 Distinguer quantification et existence 


(14) a. La planète Vulcain n’existe pas. 
b. x(r=aA-Ex) 


On peut traiter l’existence comme un prédicat, distinct de la contribution du quantificateur existen- 
tel. Meinong distingue ainsi existence et subsistance. Cette position est parfois considérée comme 
suspecte (notamment par Russell 1905), mais on peut donner des arguments en sa faveur : 


(15) Pégase est un cheval ailé. 
Pégase n’existe pas. 
Donc, certains chevaux n’existent pas (à savoir les chevaux ailés). 


Donc, certaines choses n’existent pas. 


Re 0 Sp 


4.2.2 Termes singuliers sans présupposition d’existence 


La sémantique standard suppose que tous les termes singuliers dénotent des individus du domaine. 


Mais on pourrait imaginer que certains termes singuliers ne soient pas référentiels. Dans ce cas, si “a 
désigne Vulcain, on pourrait écrire qu’il n’y a aucun objet du domaine identique à Vulcain: 


(16)  —2x(x = a) 


Cette solution est adoptée en logique libre (pour libre des présuppositions d’existence). Au lieu de 
l’inférence: 


(17) Pa xp 


Il faut une prémisse explicite sur l’existence, à savoir: 


(18) ‘Pa, hr =a) EE xPx 


Cette solution demande de modifier la sémantique standard: nous devons alors admettre que les termes 
singuliers ne désignent pas nécessairement. 
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4.2.3 Traiter les noms propres comme des propriétés 


La solution préconisée par Russell, et popularisée notamment par Quine, consiste à traiter le nom 
propre “Vulcain” comme désignant une propriété descriptive complexe, “vulcaniser”. Dire que Vul- 
cain n’existe pas, c’est dire qu’aucun objet ne “vulcanise”, autrement dit, n’a toutes les propriétés qui 
définissent implicitement ou explicitement la planète en question: 


(19) —dxVx 


4.3 La théorie des descriptions définies de Russell 


En 1905, dans “On Denoting”, Russell propose une théorie des termes singuliers (descriptions 
définies) qui est justement proposée pour éviter de dissocier la quantification existentielle de la notion 
d'existence. 


(20) Le roi de France est chauve. 


(21) a. JxkRzx (existence) 
b. VaVy(Rr A Ry — x = y) (unicité) 
c. Vx(Rx — Cx) (attribution) 


(22)  2x(Rx A Vy(Ry & x = y) A Cx) 


(23) a. Il n’existe aucun roi de France. 
b —2xRx 

(24) a. La planète située entre Mercure et le Soleil n’existe pas. 
b. —x(Mx A Vy(My — y = x) 


5 Qu'est-ce alors que l’existence? 


5.1 L'existence est-elle un prédicat? 


e Kant: pourquoi l’existence n’est pas un prédicat (Kant, CRP, IL 3 (4)). Kant propose une critique 
de l’argument ontologique d’Anselme: 


(25) a. Dieu est parfait. 
b. L'existence est une perfection. 
c. Dieu existe. 


Kant n’a pas sous la main le calcul des prédicats. Mais son idée est que “Dieu” pourrait être un 
concept vide, il ne suffit pas de poser un concept pour en poser l’existence: “poser un triangle en en 
supprimant les trois angles est contradictoire; mais faire disparaître à la fois le triangle et les trois 
angles, il n’y a plus là de contradiction”. 


(26) REA =STER EE 
(O1) JET ASTE) 


e Frege (1884, 853): l’existence est une propriété de second ordre et non de premier ordre. 


(28) a. Il y a peu de bons restaurants. 
b. *Ce bon restaurant est peu. 
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e Notions à distinguer chez Frege: concept; propriété du concept; caractère qui composent le concept 


(29) “Triangle rectangle” = concept; ‘triangle’ et ‘rectangle’ sont des caractères qui composent 
le concept et s’appliquent aux objets qui tombent sous “triangle rectangle”; l’existence en 
revanche est une propriété du concept. 


(30) Soit le concept: “être un concept ne subsumant qu’un seul objet”. Cette fois, ce concept lui- 
même a l’unicité parmi ses caractères, mais pas comme propriété (il subsume les concepts 
99 662 39 «6 


“satellite naturel de la Terre”, “étoile autour de laquelle gravite la Terre”, “actual Président la 
République”, etc). 


e Russell: si l’on admet que l’existence est une propriété distincte de l’être, alors on doit concevoir 
deux types d’entités pour chaque chose: la chose existante, la même chose non-existante. 


5.2 Être et identité 


Certains (viz. van Inwagen 2011, 2014) proposent de traiter la notion d’être via la notion d’identité: 
être, dans cette conception, c’est être identique à quelque chose. 


(31) a. Toute chose est. 
b, Viy(x =) 
(32) a. Tout carré rond est. 
b. Vx(Cx A Rr — y(x = y)) 
(33) a. Mais il n’existe pas de carré rond. 


b. —2r(Cx A Rx) 


Selon cette perspective, on peut réintroduire une différence entre être et exister. Tout ce dont on peut 
parler est, mais “exister” ne pourrait se dire que de ces concepts qui sont instanciés par au moins un 
objet. 


6 Aperçu sur la logique des prédicats de second ordre 


e En logique des prédicats de premier ordre, les variables quantifient sur des individus du domaine, 
mais jamais sur des sous-ensembles ou des relations du domaine. Mais on peut rendre encore plus 
expressive la logique en quantifiant sur des propriétés et relations de premier ordre. 


(34) Principe d’identité de Leïbniz: Deux objets sont identiques si et seulement s’ils satisfont 
toutes les mêmes propriétés. 


(35) a = bssi par définition: VX(Xa + Xb) 
Remarquer que, dans cette formule, le quantificateur VX lie une variable de propriété unaire. 
e La logique du second ordre est plus expressive que la logique du premier ordre 


(36) a. Ilya trois chats et deux chiens [exprimable au premier ordre avec identité] 
b. Il y a plus de chats que de chiens [non exprimable au premier ordre avec identité] 
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Cours 9 
Théorie axiomatique - Indépendance et Incomplétude 


1 Indépendance et incomplétude 


Les mathématiciens du XIXè siècle ont réalise que certains axiomes de la géométrie classique 
d’Euclide était indépendants des autres. Que signifie cette notion ? Par exemple, on a pu montrer 
que le cinquième postulat d’Euclide, qui affirme que par un point extérieure à une droite, il passe 
exactement une droite parallèle, était indépendant des autres axiomes de la géométrie d’Euclide. Cela 
signifie que ni ce postulat, ni sa négation, n’étaient démontrables à partir des autres axiomes. 


Soit [' un ensemble d’énoncés (ou hypothèses) qui forme une théorie (ensemble clos pour la 
conséquence: si LH À, alors À € l). Un énoncé À est dit indépendant de l° si ne permet de 
prouver ni À, ni la négation de À, i.e. si: l AetT'F -A. 


Un exemple: soit F = {p & (q A -r),r — p}. Montrons que p — q est indépendant de T. La 
théorie l'est donc incomplète relativement au langage qui comprend les trois atomes p, q, r. 


2 Un exemple de théorie formelle : la géométrie d’incidence 


2.1 Axiomes 


(1) a. Al. Pour tout couple de points distincts, il existe une unique droite incidente à ces deux 
points 
b. VaVy(Px A PyAx £y—2z(DzAIzx A Izy AVz(Dz Alzx\Iz y z=2))) 


(2) a. A2. Pour toute droite il existe au moins deux points distincts incidents à cette droite 
b. Vx(Dx — y2z(PyA PzAyZÆ2AlIuyx A Izx)) 


(3) a. A3. Il existe au moins trois points ayant la propriété qu’aucune droite n’est incidente à 
ces trois points 
b. ty Pr À PYAPENTÉVATESNEZE TN 


Jw(Dw À Iwx À Twy A Iwz)) 


(4) a. A4. La relation d’incidence est symétrique 
b. VaVy(Ixy — Iyx) 
2.2 Propriétés 


e Appelons G la théorie qui consiste en la conjonction des quatre axiomes précédents. Soit les énoncés 
suivants: 


(5) a. 1: pour toute droite, il y a au moins un point qui n’est pas incident à cette droite 
b. Vx(Dx — 22(PzA-1I2x)) 

(6) a. O2: pour tout point, il y a au moins deux droites incidentes à ce point 
b. Vr(Px — 4y1y (DyA Dy A y £ y Alyx A Iyx)) 


On peut montrer que G a pour conséquence logique les deux formules qui précèdent. 
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Montrons que G = d1. Supposons que G É 1. Alors il y a une structure d’interprétation qui satisfait 
les axiomes de G et la négation de 1, donc telle que: il existe une droite telle que tout point lui est 
incident. Mais cela contredit Ax3, qui dit qu’il existe trois points tels qu'aucune droite n’est incidente 
aux trois. 


Montrons que G = @2. Supposons qu’il y a un point auquel au plus une droite est incidente. On 
sait qu’il y à au moins trois points non colinéaires. Soit a, b, c un triplet représentatif. Le point qui 
nous intéresse, appelons le d, est nécessairement différent de ces trois-là, car par chacun de ces points 
passent au moins deux droites distinctes. Mais par hypothèse il existe une droite qui relie ce point à 
chacun de ces points, et c’est la même. Donc da = db = dc, et donc a, b, c sont incidents à la même 
droite, ce qui est contradictoire. 


2.3 Modèles 


e Construisons un modèle comportant exactement trois points à, b, c dans lequel tous les axiomes de 
G sont vrais. 


e On dira que deux droites sont parallèles ssi elles n’ont aucun point en commun. 


Soit le postulat d’Euclide: par un point extérieur à une droite, il existe une unique parallèle incidente 
à ce point 

a) Le postulat d’Euclide, qu’on appellera EF, est traduisible en logique des prédicats. 

b) On peut montrer que le postulat d’Euclide est faux dans le modèle de G construit en 3). En 


déduire que G É 4. Dans un tel modèle, par un point extérieur à une droite, il ne passe aucun parallèle 
(on a un modèle de géométrie elliptique) 


5) Soit la structure d’interprétation M suivante: 


M = {a,b, c, d, (ab), (ac), (ad), (bc), (bd), (cd)} 

PM = {a,b, c,d} 

DT = {(ab), (ac), (ad), (bc), (bd), (cd)} 

IM= toutes les paires de la forme (x, (xy)), (x, (yx)), ((æy),æ), ((yx), x) 


Montrer que M est un modèle de G. Montrer que M rend vrai le postulat d’Euclide, en conclure 
que G K£ —4. Et donc que wŸ est indépendant de G@, ou encore que G est incomplète. 


6) Construire un modèle à 5 points pour G, dans lequel, par un point extérieur à une droite, il 
passe au moins deux droites parallèles (c’est un exemple de modèle de la géométrie hyperbolique) 


24 L’incomplétude de Gôdel 


En 1931, Güdel publie un résultat semblable pour l’arithmétique formelle. Il montre qu’une théorie 
axiomatique visant à décrire les nombres entiers est incomplète : elle admet un énoncé indécidable 
(indépendant des axiomes). Il montre en fait un résultat plus fort: toute théorie arithmétique suffisam- 
ment riche est incomplète si elle n’est pas incohérente. 


Il ne vous est pas nécessaire de connaître la preuve de Güdel pour comprendre la notion 
d’indépendance/d’incomplétude : elle s'illustre ici de façon rigoureuse avec l’exemple de la géométrie 
d'incidence. 


3 Clarification syntaxique: Variables libres, variables liées 


Considérez les deux formules suivantes: 2 


(7) 


E(Pr VO) 
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(8) 


TS 


JrPr NV Or) 


On dit que toutes les occurrences de la variable x (autre que celle qui suit le quantificateur) sont liées 
par dx dans la première formule, mais que dans la seconde seule la première occurrence est liée par 
3%. 


2x V 
| LS 
V 2x Qx 
NS | 
Px Qx Px 


2. Soit F'une formule de logique des prédicats. On définit par récurrence l’ensemble des variables 
libres V L(F) et l’ensemble des variables liées V B(F) comme suit: 

- Si F est une formule atomique P()+:...1,, alors VL(F) est l’ensemble des variables de F, et 
VB(F) = 0. 

- Si F est la négation de F”, alors VL(F) = VL(F')et VB(F) = VB(F'). 

- Si Fest la conjonction, la disjonction, la conditionnelle, ou la biconditionnelle formée à partir 
de G'et H, alors VL(F) = VL(H)UVL(G)et VB(F) = VB(H)UVB(G) 

- Si F = VxG ou 2xG, alors VL(F) = VL(G) — {x}, et VB(F) = VB(G)U {x}. (NB. pour 
deux ensembles À et B on définit À — B comme l’ensemble des éléments de À qui ne sont pas dans 
B). 


Soit F = x(Px V Qx) et G = (3xPx V Qx). On montre, en appliquant ces définitions, que x 
est uniquement liée dans F, mais à la fois liée et libre dans G. 


eVB(F) = VB(Ax(Px V Qx)) = VB(PxV Qx)U{x} 

or VB(Pzx V Qzx) = VB(Px)UVB(Qzx) = Ü. 

donc VB(Px V Qx)U {x} = {x}. 

eVL(F) = VL(Ax(Px V Qx)) = VL(Px V Qx) — {x} 

or VL(Pr VO) =VE(Pa) UV (Or) = {arf Ur = {x} 

donc VL(Px V Qx)U {x} = {x} — {x} = 0. 

Par conséquent, F ne comporte qu’une seule variable liée, x, et aucune variable libre. 


eV B(G) = VB((2xPx V Qx)) = ((VB(Px)Ù {x}) UV B(Qzx) = {x} 
eVL(G) = VL((xPx V Qx)) = ((VL(Px) — {x}) UVL(Qzx) = {x} 
donc x est à la fois libre et liée dans G. 


3. On appelle occurrence d’une variable dans une formule la position de la variable dans cette 
formule (NB: par convention, on ne compte pas la position de x dans Vx comme une occurrence). On 
dit qu’une occurrence d’une variable est liée si, dans le chemin qui part de la racine de l’arbre pour 
aboutir au noeud terminal où se trouve cette occurrence, on rencontre 1x ou Vx. Dans le cas contraire, 
l’occurrence est dite libre. Souligner les occurrences de x dans F et dans G. Lesquelles sont libres, 
lesquelles sont liées ? 


F := 3x(Px V Qzx). Les deux occurrences sont liées par 4x, car 2x apparaît comme la racine de 
l’arbre, et Px et Qx sont chacune sur un chemin partant de 2x. 


G := (3xPx V Qx). Seule la première occurrence de x, dans Pr, est liée par x, car dans le 
chemin qui part de la racine et va jusqu’à Px, on rencontre bien 2x, mais pas pour le chemin qui part 
de la racine et va jusqu’à Qx. 
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4. Considérer les formule suivantes. Dans chaque formule, indiquer les variables libres et les 
variables liées: 

a. (Px — xQx). 

æ est libre dans Px et liée dans Qx. 


b. = 


x(Px À Qy) 


æ est liée Px et y est libre dans Qy. 


c. = 


aVWy(Px — Qy) 


æ est liée dans Px et y liée dans Qy. 


d. 3 


x(Pr — xQx) 


æ est liée dans Px et liée dans Qx (chaque occurrence est liée par un quantificateur différent) 


5. On appelle portée d’un quantificateur Vx ou 2x la plus grande formule qui suit ce quantifica- 
teur. Quelle est la portée de 2x dans F', et dans G? 


Portée de = 
Portée de = 


x dans F: (Px V Qx) 
x dans G: Px. 


Les définitions précédentes nous servent à énoncer une propriété importante de la logique des 
prédicats: dans une formule donnée, on peut renommer les variables liées par de nouvelles variables 
n'apparaissant pas dans la formule de départ. Les formules qui ne diffèrent que par le nommage des 
variables liées sont logiquement équivalentes: 


(9) 
(10) 


VxRzx et VyRyy 


Vxz= 


z(Rzz) et Vy= 


zRyz 


En renommant les variables, il faut éviter des captures de variables libres: 


(H1) 


VyRzxy ne peut pas se réécrire en VrRxx 


4 Tableaux pour la logique des prédicats 


4.1 Règles pour les connecteurs propositionnels 


AAB (A A B) 
| TS 
A À -B 
B 

AVB (AV B) 

| 

À B - À 

—B 

AB (4 -— B) 
ES | 

A B À 

—B 
—— À 
| 
À 
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5 La méthode des tableaux 


La méthode des tableaux est une méthode de preuve par réfutation. Je la présente car elle est à mon 
sens plus intuitive que les autres méthodes. Pour montrer que l = À, on montre que TÜU{-—A} aboutit 
à une contradiction. 


5.1 Règles pour les quantificateurs 


vx (Vxd) 
| 
ola/x ola/x] 
(pour n’importe quelle constante a) (en prenant a une nouvelle constante) 
316 -(Zr6) 
| 
pla/x] ola/x] 
(en prenant a une nouvelle constante) (pour toute constante «) 


5.2 Remarques 


- pour les formules existentielles 4 or —V, la règle est : introduire une constante nouvelle à chaque 
instanciation. 

- pour les formules universelles V et -2, la règle est: si vous rencontrez une formule universelle 
pour la première fois, introduire une constante nouvelle; si vous avez déjà introduit une constante 
nouvelle, instancier autant de fois qu’il y a de constantes déjà introduites. 

- Quel ordre choisir ? 

(i) Appliquer les règles propositionnelles autant de fois qu’elles peuvent l’être. 

(ii) Appliquer la règle existentielle autant de fois qu’elle peut l’être aux formules du tableau. 

(ii) Appliquer la règle universelle autant de fois qu’elle peut l’être aux formules du tableau. 


5.3 Principes 


Pour prouver qu’une formule est prouvable, on construit le tableau à partir de sa négation, et on 
montre que toutes les branches de l’arbre sont fermées au sens où elles contiennent toutes à la fois une 
formule et sa négation. 


5.4 Exemples 


e Exemples (traités en cours) 
Fp—(qa—p) 
F(pAg)—rtp—(g—r) 


e Exemples en calcul des prédicats 
H Vax(Px — Qx) — (VxPx — VrQx) 
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—(Vx(Px — Qx) — (VxPx — VrQx)) 


Vx(Px — Qx) 
—(VrPx = VrQx) 


VxPx 
—VrQx 


k 3x(Px — VyPy) 


—dx(Px — VyPy) 


(Pa — VyPy) 


Pa 


5.5 Un tableau qui ne ferme pas 
Quand un tableau ne ferme pas pour la négation d’une formule, on ne peut pas forcément conclure. 


FE iVyRxy? 


—iVyRxy 
—VyRay 
—Rab 


—VyRby 


—Rbc 


Ici la formule n’est pas valide, mais cela ne suit pas de la méthode comme telle (on peut démontrer 
qu’elle ne l’est pas en raisonnant autrement à partir de la méthode néanmoins). 
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5.6 Complétude et décidabilité 


La méthode des tableaux est correcte et complète pour la notion de conséquence logique en logique 
des prédicats. 

Contrairement à la méthode des tables de vérité, cette méthode de fournit pas une procédure de 
décision pour le problème de la validité en logique des prédicats. Cela signifie que: 

- si une formule est valide, alors le tableau construit pour sa négation fermera au bout d’un nombre 
fini d’étapes. 

- mais si au bout de n étapes le tableau n’a pas fermé, on ne peut conclure que la formule n’est pas 
valide. Autrement dit, on ne peut borner le nombre d’étapes nécessaires pour déterminer la validité 
d’une formule. 


Ces deux résultats sont exprimés plus abstraitement de la façon suivante: 
e Le calcul des prédicats admet une méthode de preuve correcte et complète (Güdel 1930) 
e Le calcul des prédicats est cependant indécidable (Church 1936) 
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Cours 10 


Eléments de logique inductive - Probabilité, Règle de Bayes 


1 Motivations 


1.1 Quelques exemples d’inférences inductives 


(1) a. Si un étranger avait commis le crime, le chien aurait aboyé. 
Le chien n’a pas aboyé. 
c. Le crime n’a pas été commis par un étranger. 
(2) a. La plupart des linguistes sont polyglottes. 


Marie est polyglotte. 
c. Marie est linguiste. 


(3) a. La plupart des casseurs sont X. 
Pierre est X. 
c. Marie est casseur. 


(4) a. Quelques linguistes sont venus. 
b. Quelques linguistes ne sont pas venus. 


1.2 La probabilité: guide de la logique inductive 


e L’argument (1) ressemble à un modus tollens, sauf que l’on pourrait plutôt interpréter les prémisses 


comme assertant une connexion de probabilité entre antécédent et conséquent. 


Pr(Aboiement|Etranger) = 0.8 
Pr(Aboiementinon — Etranger) = 0.1 
Pr(Etranger| Pas d'Aboiement) —? 


e L’argument (2) comme (3) n’est pas formalisable en logique des prédicats à proprement parler. 


Pr(Polyglotte|Linguiste) > 1/2 
Pr(Polyglotte(Marie)) = 1 
Pr(Linguiste(Marie)) —? 


e L’argument (4) n’est pas logiquement valide (pourquoi ?). En revanche, l’inférence correspondante 
est couramment traitée comme une implicature, donc une inférence raisonnable, mais défaisable. 
On pourrait se demander si on n’a donc pas là une inférence de nature probabiliste. 


2 Probabilités: principes fondamentaux 


On se donne un langage propositionnel où les propositions élémentaires sont représentées par les 
lettres p, q,r, … Nous utiliserons des lettres majuscules parfois quand c’est plus commode ou naturel, 


cela ne posera pas de difficulté. 


Ces propositions représentent des événements atomiques, mais on peut représenter des 
événements plus complexes (booléens), par des formules de logique propositionnelle. 
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2.1 Axiomes 


A toute proposition, on associera une mesure de probabilité par la fonction Pr à valeurs réelles: 


1. Pour toute proposition À, 0 < Pr(A) < 1. 

2. Si À et B sont des propositions qui S’excluent mutuellement, Pr(A V B) = Pr(A) + Pr(B) 
3. Une proposition certaine est telle que Pr(A) = 1 

4. Deux propositions logiquement équivalentes ont la même probabilité. 


2.2 Conséquences 

Théorème 1. Pr(A V B) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(AAB) 
Théorème 2. Si À implique logiquement B, alors Pr(A) < Pr(B) 
Théorème 3. Pr(A) = Pr(A AB)+ Pr(AA-B) 

Théorème 4. Pr(-A) = 1 — Pr(A) 


3 Probabilité conditionnelle 


On définit une notion de probabilité conditionnelle d’une proposition relativement à une autre comme 
suit, lorsque Pr(B) > O: 


e On lance un dé à 6 faces équiprobables. Quelle est la probabilité d’obtenir un 4 si le dé tombe sur 
une face paire? 


On recherche: Pr(4|Pair) — ra = DE = 1/3 


3.1 Exemples 


4 Diagrammes de Venn 


Un diagramme de Venn sert à représenter l’information concernant les rapports d’inclusion, de 
chevauchement, et éventuellement aussi les proportions relatives entre divers ensembles. 
e Supposons qu’il y a 49 personnes en tout dans l’univers d’interprétation, donc 40 polyglottes, 


Polyglottes 


22 linguistes dont 13 sont polyglottes. 
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e Quelle est la probabilité d’être polyglotte quand on est linguiste? Pr(P|L) = 13/22 
e Quelle est la probabilité d’être linguiste quand on est polyglotte? Pr(L|P) = 13/40 
e Quelle est la probabilité d’être linguiste? Pr(L) = 22/49 
e Quell est la probabilité d’être polyglotte? Pr(P) — 40/49 


5 La règle de Bayes 


5.1 Règle simple 


La règle de Bayes permet de calculer la probabilité en faveur d’une hypothèse (7) quand on dispose 
d’une certaine évidence=observation (E), et qu’on a fixé la probabilité a priori de l’évidence étant 
donné l’hypothèse (Pr(E|H)). On l’obtient à partir de la définition de la probabilité conditionnelle, 
à condition que Pr(E) > 0: 


5.2 Cas de plusieurs hypothèses 


Soit un ensemble de n hypothèses H1, …, H}, chacune de probabilité non-nulle, qui sont mutuelle- 
ment exclusives et exhaustives. 
On a: 


: Pr(Hy)Pr(E|Hy) 
PROS) = DRE + + PA) PE) 


5.3 Exemple 


Deux urnes À et B ont la composition suivante: 


A: 80% des boules sont rouges, et 20% sont vertes 
B: 40% sont rouges et 60% sont vertes. 


On tire une boule au hasard parmi les deux urnes, sachant que la probabilité de tirer l’une 
ou l’autre urne est identique. 
On observe une boule rouge. Quelle est la probabilité qu’elle vienne de l’urne A? 


Notons À la probabilité d’obtenir une boule rouge, V celle d’obtenir une boule verte, et À et B les 
probabilités des deux urnes.Nous avons: 


Pr(A) = Pr(B) = 1/2. Pr(R|A) = 0.8 et Pr(R|B) = 0.4. 


Pr(R|A)Pr(A) : 0.5 x 0.8 
Pr(R|A)Pr(A) + Pr(R|B)Pr(B) 0.5 x 0.8 +0.5 x 0.4 


Pr(A|R) = = 2/3 


Sur cet exemple, chaque urne joue le rôle d’une hypothèse, et rechercher de quelle urne provient 
la boule revient à chercher quelle probabilité a posteriori est conférée à l’hypothèse par l’évidence. 
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5.4 Remarque importante 


e Pr(A]B) est bien une fonction de probabilité. Donc en particulier, Pr(-A|B) = 1 — Pr(A|B). 
e En revanche: Pr(A|B) et Pr(A]-B) ne sont pas des probabilités dans une relation simple ! 


Par exemple, la probabilité d’avoir un cancer si on fume, et celle d’avoir un cancer si on ne fume 
pas peuvent très bien ne pas égaler 1, ou dépasser 1, quand on les ajoute. Soit une population de 
100 personnes, dont 40 fument, parmi lesquelles il y a 10 cas de cancer, et 60 ne fument pas, parmi 
lesquels il y a 10 cas de cancer. On a: Pr(C|F) = 1/4et Pr(C|-F) = 1/6. 


6 Retours aux inférences du début 


6.1 L’inférence de Holmes 


Holmes fait deux hypothèses a priori sur le lien entre : 


Pr(A|E) = 0.8 
Pr(A}-E) = 0.1 
Donc: 


Pr(-A[E) = 0.2 
Pr(-Al-E) = 0.9 
Par ailleurs, on peut supposer qu’il est indifférent quant à la vraisemblance de l’hypothèse E. 


Donc Pr(E) = 0.5: Holmes pense qu’il est possible que ce soit un étranger, mais qu’il est tout aussi 
possible que ce ne soit pas un étranger, a priori. 


On a donc: 

PEIEA). Pr(-A|E)Pr(E) … 0.2x0.5 —9/11 
r(E|-A) = Pr(-A|E)Pr(E)+Pr(-AJ-E)Pr(E) — 02x0.5+09x05 À 

Donc 


Pr(-El-A) = 1- Pr(E-A) = 9/11 = 0.818 


Holmes conclut, sous l’hypothèse que le chien n’a pas aboyé, qu’il est relativement probable que 
le crime n’a pas été commis par un étranger. 


6.2 La plupart 


Supposons que: Pr(P|L) = 0.7, il y a 70% de polyglottes parmi les linguistes (professionnels). 
Marie est polyglotte, on en conclut qu’elle est probablement linguiste. 
Cette inférence repose sur des hypothèses cachées. 


Cas 1: Supposons que Pr(P|-L) — 0.4, et que Pr(L) — 0.01 (cas où l’on pense à la population 
totale) 

Calculons Pr(L|P) = Pr(P|L)Pr(L)/Pr(P|L)Pr(L) + Pr(Pl-L)Pr(-L) = 0.7 x 
0.01/(0.7 x 0.01 + 0.4 x 0.99) = 0.015 
Cas 2: Supposons que Pr(P|-L) — 0.4, mais que Pr(L) = 0.5 (cas où l’on pense à la population 
des chercheurs de l’IJN ou du DEC) 


Alors Pr(L|P) = 0.7/0.7 + 0.4 = 7/11 = 0.63. Dans ce contexte, il peut être raisonnable de 
conclure que si Marie est polyglotte, alors elle est probablement linguiste. 


Morale: l’exemple montre que les inférences inductives sont sensibles au contexte. Leur qualité ou 
force dépend de la vraisemblance des hypothèses, et aussi des probabilités a posteriori. 


